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3. Βασικά µαθηµατικά µεγέθη, συµβολισµοί 
και σχέσεις 
3.1.  Πίνακας στήλης 

Αν Κ το πλήθος των προτύπων , Ν το πλήθος των χαρακτηριστικών που 

µετράµε σε κάθε πρότυπο και Τ το πλήθος των τάξεων, µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε ένα δείκτη κ=1,2,...,Κ για κάθε πρότυπο, ένα δείκτη 

ν=1,2,...,Ν για κάθε χαρακτηριστικό και ένα δείκτη τ=1,2,...,Τ για κάθε κλάση. 

Ο διανυσµατικός χώρος των προτύπων έχει διάσταση Ν (π.χ. ΕΝ). Για την τιµή 

του ν χαρακτηριστικού του κ προτύπου που ανήκει στην κλάση τ γράφουµε 

τ
νκx . 

Συχνά κάποιοι δείκτες δεν χρησιµοποιούνται όταν έχουν προφανή τιµή ή όταν 

η αναφορά τους δεν είναι απαραίτητη. 
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Η µαθηµατική περιγραφή των πραγµάτων στην αναγνώριση προτύπων 

γίνεται µε την χρήση όρων της γραµµικής άλγεβρας. Το διάνυσµα  που 

περιέχει Ν χαρακτηριστικά ενός προτύπου θα θεωρείται πίνακας µε Ν γραµµές 

και µία στήλη και θα συµβολίζεται x

x

Nx1 ή χάριν συντοµίας x. Τα ονόµατα 

όλων των πινάκων θα γράφονται µε παχείς χαρακτήρες. Συχνά θα 

χρησιµοποιούµε τον ανάστροφο πίνακα ΑΤ ενός πίνακα Α (Παράρτηµα Α). 

Όπου ενδείκνυται για εξοικονόµηση χώρου τον πίνακα στήλης x ενός 

προτύπου θα τον γράφουµε ως πίνακα γραµµής xT=[ x1, x2, ..., xν, ...,xN]. Με 

βάση τον ορισµό του πολλαπλασιασµού δύο πινάκων (Παράρτηµα Α) η 

Ευκλέιδια απόσταση dE(x,y) των πινάκων στήλης x, y δύο προτύπων Πx, Πυ 

δίνεται από την σχέση  

(3.1.1)     dE(x,y) = [(x-y)T(x-y)]1/2 
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3.2. Εσωτερικό γινόµενο 

Αν δύο πρότυπα Πx και Πy  περιγράφονται διανυσµατικά από τα 

διανύσµατα xr (x1, x2,…,xν,…,xΝ) και  yr ( y1, y2,…,yν,…,yΝ ) ή  αντίστοιχα από 

τους πίνακες  x = [x1, x2, …,xν,,…,xΝ]Τ, και y = [ y1, y2,…,yν,…,yN]
T, όπου Ν 

το πλήθος των χαρακτηριστικών τους , το εσωτερικό γινόµενό τους ορίζεται 

από τη σχέση 

(3.2.1)     x   yx ⋅=⋅=⋅+⋅++⋅+⋅=⋅ Τ

=
∑ ν

Ν

1ν
νNNvv2211 yxyx...yx...yxyxyrr

Αν το διάνυσµα xr  έχει µέτρο (µήκος) ίσο µε τη µονάδα, το γινόµενο yx rr
⋅  είναι 

η αλγεβρική τιµή της προβολής 'yr του yr  επάνω στην ευθεία που διέρχεται από 

το διάνυσµα  (φορέας του xr xr ). Όταν η γωνία θ των xr  και   µικραίνει το 

εσωτερικό τους γινόµενο =x

yr

rr
⋅

r

yr
yx Τy αυξάνει και µεγιστοποιείται όταν τα  και 

 βρίσκονται στην ίδια ευθεία και έχουν την ίδια φορά (Σχ.3.2-1). 

x
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Σχήµα 3.2-1 

 

Αυτό σηµαίνει ότι τότε ισχύει η σχέση 

(3.2.2)     λ
x
y

x
y

x
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x
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 και R  λ όπου λ  ,xλy
Ν
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Υπό αυτές ένας συνθήκες  το εσωτερικό γινόµενο µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

ως κριτήριο οµοιότητας (όχι υποχρεωτικά ισότητας) δύο προτύπων. 

Παροτρύνεται ο αναγνώστης να εφαρµόσει τα παραπάνω στον  «κόσµο» των 
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0)y,x =

τριγώνων όπου κάθε τρίγωνο περιγράφεται διανυσµατικά στον τρισδιάστατο 

χώρο µε συντεταγµένες  τα µήκη των πλευρών του. Υπενθυµίζεται ότι 

κριτήριο ισότητας δύο προτύπων είναι η απόστασή ένας  d( rr . 

3.3. Στατιστικά χαρακτηριστικά του χώρου των      

προτύπων 
Για ένα πλήθος Κ προτύπων που περιγράφονται σε ένα χώρο µε Ν 

διαστάσεις η µέση τιµή µ είναι ένας πίνακας-στήλης που ορίζεται από τη 

σχέση 

(3.3.1)  ∑∑
==

===
Κ

1
ν

Τ
Ν21

K

1κ
k x

Κ
1µ όπου ]µ...µ,...,µ,µ[x

K
1µ

κ
νκν  

Η µέση τιµή µ αναφέρεται και ως η µαθηµατική προσδοκία Ε(x) όπου x  

µεταβλητή για τους πίνακες-στήλης των προτύπων. Αν υπάρχουν λ πρότυπα 

που οι τιµές των πινάκων-στήλης τους είναι ίσες, λαµβάνονται υπόψη λ φορές 

στο άθροισµα της (3.3.1) και ως εκ τούτου δεν χρησιµοποιείται στον τύπο 

(3.3.1) η συνάρτηση συχνότητας εµφάνισης f(x)  κάθε τιµής της µεταβλητής x. 

Οι τιµές µν   όπου ν=1…Ν ορίζουν το µέσο διάνυσµα µr  των Κ προτύπων στο 

Ν-διάστατο χώρο τους. Ο πίνακας συµµεταβλητότητας ή πίνακας 

συνδιασποράς Cον  ορίζεται από τη σχέση 
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Η ποσότητα  σν2 είναι η µεταβλητότητα ή διασπορά (variance) των µετρήσεων 

του ν-οστού χαρακτηριστικού των προτύπων. Η ποσότητα  σλν=σνλ λέγεται 

συµµεταβλητότητα ή συνδιασπορά των τιµών των λ και ν χαρακτηριστικών 

των προτύπων και χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό του συντελεστή 

συσχέτισης  Pλν δύο χαρακτηριστικών µ,ν σύµφωνα µε τη σχέση 

(3.3.3)        
νλ

λν
λν σσ

σ
⋅

=Ρ   

Η ποσότητα  2
νν σσ =  λέγεται τυπική απόκλιση. Οι παραπάνω ποσότητες 

χρησιµοποιούνται για την αξιολόγηση και ανάλυση των µετρούµενων 

χαρακτηριστικών. 

 

3.4. Αποστάσεις 
Εκτός από την Ευκλείδεια απόσταση υπάρχουν και άλλοι τύποι αποστάσεων σε 

διανυσµατικούς χώρους. Για να θεωρηθεί απόσταση µια σχέση )y,xd( rr  θα πρέπει για 

οποιοδήποτε διάνυσµα x, y, z  να ικανοποιούνται οι σχέσεις: 
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Συνήθεις τύποι αποστάσεων είναι οι παρακάτω: 

α) Minkowski τάξης s 

(3.4.2)    
1/sN
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s
ννµ yx)y,x(d ⎥
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β) City Block 

Είναι ειδική περίπτωση της Minkowski µε s=1 
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γ) Ευκλείδεια  

Είναι ειδική περίπτωση της Minkowski για s=2 
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δ) Chebychev 

(3.4.5)    ( ννT yxmax)y,x(d −=
rr )   

ε) Mahalanobis 

(3.4.6)    )-(Cov)-(),(d)y,x(d -1T
RR yxyxyx ⋅⋅==
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όπου Cov  ο πίνακας συµµεταβλητότητάς των x και y. 

 

στ) Μη γραµµική (Non Linear) 

(3.4.7) 
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