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6. Ανάλυση χαρακτηριστικών 
 
Μια σηµαντική εργασία σε ένα σύστηµα αναγνώρισης είναι η ανάλυση των 

µετρούµενων χαρακτηριστικών των προτύπων. Με την ανάλυση των 

χαρακτηριστικών πετυχαίνουµε την αξιολόγηση τους, την επιλογή των 

καταλληλότερων για την ταξινόµηση των προτύπων και την ελάττωση του πλήθους  

τους. Για παράδειγµα ένα χαρακτηριστικό µε κοντινές τιµές µέσα σε κάθε µία κλάση 

και σαφώς διαφορετικές τιµές µεταξύ των κλάσεων είναι «καλό» χαρακτηριστικό 

ταξινόµησης. Mε κατάλληλες µεθόδους ανάλυσης χαρακτηριστικών µπορούµε να 

οδηγηθούµε και σε νέα χαρακτηριστικά που προκύπτουν από τον γραµµικό 

συνδυασµό των αρχικών και είναι καταλληλότερα από αυτά. Ακολούθως θα δούµε 

µεθόδους ανάλυσης χαρακτηριστικών σε συστήµατα εκµάθησης µε και χωρίς επόπτη. 

 

6.1. Ανάλυση χαρακτηριστικών στην εκπαίδευση µε 

επόπτη 
Μια σηµαντική εργασία σε ένα σύστηµα αναγνώρισης είναι η επιλογή ενός µικρού 

συνόλου κατάλληλων χαρακτηριστικών από ένα πολύ µεγαλύτερο. Η επιλογή των 

ισχυρών χαρακτηριστικών είναι κρίσιµη για την αποτελεσµατικότητα της 

ταξινόµησης. Για να ελαττωθεί το πλήθος των χαρακτηριστικών µε την επιλογή ενός 

συνόλου «καλών», που οδηγούν στην ορθή εκτελείται µια διαδικασία αξιολόγησης 

της ευστάθειας (stability), της διαχωριστικότητας (separability) και της οµοιότητας 

(similarity) των χαρακτηριστικών. 

Με τον έλεγχο της ευστάθειας προσδιορίζονται τα χαρακτηριστικά που 

παρουσιάζουν σηµαντικά σταθερή συµπεριφορά. Υπολογίζονται οι µέσες τιµές και οι 

τυπικές αποκλίσεις των χαρακτηριστικών µέσα σε κάθε κλάση. Οι τιµές των τυπικών 

αποκλίσεων κανονικοποιούνται κατόπιν στο ίδιο διάστηµα, διαιρούµενες µε τις µέσες 

τιµές τους. Τα χαρακτηριστικά διαιρούνται σε τρεις οµάδες ανάλογα µε την 

κανονικοποιηµένη τυπική απόκλισή τους σ*. Η πρώτη οµάδα περιλαµβάνει τα 

χαρακτηριστικά υψηλής ευστάθειας µε σ*<0.1. Η δεύτερη οµάδα περιλαµβάνει τα 

ασταθή χαρακτηριστικά µε 0.1<σ*<0.9 και η τρίτη τα πολύ ασταθή µε σ*>0.9.  
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 Για τον έλεγχο της ικανότητας διαχωρισµού καθορίζεται ο παράγοντας 

διαχωριστικότητας (seperability factor)  µεταξύ δύο κλάσεων ωSavg
l

i και ωj για κάθε 

χαρακτηριστικό ν από τη σχέση: 

(6.1.1) 
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Για την ανάλυση της οµοιότητας των χαρακτηριστικών εκτιµάται ο παράγοντας 

συσχέτισης (correlation factor) για κάθε δύο χαρακτηριστικά ν και λ που ανήκουν 

στην ίδια τάξη p, σύµφωνα µε τη σχέση 

(6.1.2) 
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όπου Κp είναι το πλήθος των στοιχείων της κλάσης p, xνκ και xλκ οι τιµές των 

χαρακτηριστικών,  και  οι µέσες τιµές και οι τυπικές αποκλίσεις των 

χαρακτηριστικών στην τάξη p. Ο παράγοντας συσχέτισης µετρά την οµοιότητα µεταξύ 

των δύο χαρακτηριστικών και παίρνει τιµές µεταξύ –1 και +1. Μια τιµή κοντά στο +1 

ή στο -1 σηµαίνει ότι τα δύο χαρακτηριστικά συσχετίζονται πολύ ή συσχετίζονται 

αντίστροφα, αντίστοιχα. Μια τιµή κοντά στο µηδέν δείχνει ότι τα χαρακτηριστικά 

είναι κατά πολύ ασυσχέτιστα. 
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6.2. Ανάλυση χαρακτηριστικών στην εκπαίδευση χωρίς 

επόπτη 

Η ανάλυση χαρακτηριστικών στην εκπαίδευση χωρίς επόπτη, πετυχαίνεται µε την 

µέθοδο ανάλυσης κύριων συνιστωσών (ΑΚΣ), (PCA: Principal Components Analysis). 

Η ΑΚΣ είναι ένα µέσο µε το οποίο επιτυγχάνεται ένας κατάλληλος µετασχηµατισµός 

ώστε ο χώρος των χαρακτηριστικών να εµφανίζει τη µεγαλύτερη δυνατή διασπορά. 

Ειδικά µε τη χρήση του ΑΚΣ ο αρχικός χώρος των χαρακτηριστικών 
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µετασχηµατίζεται σε έναν άλλο χώρο που έχει την ίδια διάσταση µε τον αρχικό. 

Ωστόσο ο µετασχηµατισµός έχει σχεδιαστεί ώστε να είναι δυνατή η αντιπροσώπευση 

του αρχικού συνόλου των χαρακτηριστικών µε άλλα λιγότερα και 

αποτελεσµατικότερα, που διατηρούν την περισσότερη πληροφορία των δεδοµένων. 

Συνεπώς, µε τη χρήση της ΑΚΣ επιτυγχάνεται όχι µόνο η αύξηση της διασποράς των 

χαρακτηριστικών αλλά και η µείωση των διαστάσεων. Ο µετασχηµατισµός Karhunen-

Loeve (KLT) είναι ένα γνωστό εργαλείο στην ανάλυση πολλών  µεταβλητών και 

χρησιµοποιείται στην ΑΚΣ. 

 Για ένα σύνολο Κ ανυσµάτων σε  ν-διαστάσεων χώρο χαρακτηριστικών έστω ότι xκ 

είναι το διάνυσµα που δείχνεται από την σχέση.  
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και µx το άνυσµα µέσης τιµής των στοιχείων του συνόλου εκπαίδευσης 
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όπου E[.] η µαθηµατική προσδοκία. Τις τιµές xκ-µx
 συµβολίζουµε µε την 

διανυσµατική µεταβλητή x=xκ-µx. Ο πίνακας συνδιασποράς Cx όλων των ανυσµάτων 

του συνόλου εκπαίδευσης δίνεται από τη σχέση  
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Κάθε διαγώνια τιµή  του πίνακα συνδιασποράς εκφράζει τη διασπορά των 

ανυσµάτων x

2
νσ

κ για τη µεταβλητή-άξονα ν, ενώ οι υπόλοιπες τη συνδιασπορά των 

δεδοµένων µεταξύ δύο διαφορετικών µεταβλητών-αξόνων. Είναι φανερό πως για τη 

διαδικασία της ταξινόµησης είναι επιθυµητές µεγάλες τιµές των διαγωνίων τιµών    

διότι µαρτυρούν ένα µεγάλο άπλωµα (spreading) των δεδοµένων κατά µήκος του κ 

άξονα, ενώ είναι επιθυµητές µηδενικές τιµές για τις συνδιασπορές ώστε οι µεταβλητές 

- άξονες να είναι µεταξύ τους ασυσχέτιστες. Για να επιτύχουµε αυτό αναζητούµε 

ένα τέτοιο µετασχηµατισµό W που θα εκφράζεται από ένα πίνακα pxp ώστε τα 

διανύσµατα  να έχουν πίνακα συνδιασποράς C

2
νσ

xWy ⋅= y µε την ακόλουθη µορφή:  
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Ακόµη ισχύει ότι 

 

(6.2.5)    Cy=E[yyT]=E[WTx(WTx)T]= E[WTxxΤW]= WTE[xxΤ]W= WTCxW  
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Είναι φανερό ότι η τιµή  είναι η διασπορά του y κατά τον ν άξονα, ο οποίος 

εκφράζεται από την ν στήλη του πίνακα W. Η γραµµή w

2
νν σ=λ ′

ν είναι “αποτελεσµατικό” 

χαρακτηριστικό ενώ η τιµή λν αξιολογεί τη σπουδαιότητά του. Ο πίνακας Cx είναι 

συµµετρικός και ο πίνακας Λ διαγώνιος. Η σχέση  WTCxW = Λ ικανοποιείται από τα 

ιδιοανύσµατα w1,…,wN και τις ιδιοτιµές λ1,…,λΝ του πίνακα Cx µε W=[ w1,…,wN] 

(Παράρτηµα Β). Επειδή ο πίνακας Cx είναι συµµετρικός τα ιδιοδιανύσµατα είναι 

κάθετα µεταξύ τους. Οι ιδιοτιµές είναι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου όπως 

αυτό προκύπτει από την σχέση  

(6.2.6) Det(Cx-λΙ)=0  

Για κάθε ιδιοτιµή λν το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα wν είναι µία από τις άπειρες λύσεις 

του αόριστου συστήµατος (Cx-λνΙ)wν=0. Είναι σκόπιµο να επιλέγουµε τα µοναδιαία 

ιδιοδιανύσµατα ( 1=νw ). Σε περίπτωση που απαιτείται επιπλέον µείωση του πλήθους 

Ν των ιδιοδιανυσµάτων µπορούµε να επιλέξουµε τα M από αυτά (M<N) µε τις 

µεγαλύτερες αντίστοιχες ιδιοτιµές, αποδεχόµενοι ένα µέσο τετραγωνικό σφάλµα     
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Για  προκύπτουν οι ρίζες λ01.4λ4λ 2 =−⋅− 1 = 3.61, λ2 = 0.39 που είναι οι ιδιοτιµές του 

Cx. Τα αντίστοιχα ιδιοδυανύσµατα w1, w2 ικανοποιούν τις σχέσεις  

(6.2.8) (Cx−λ1⋅Ι)⋅w1=0 και  

(6.2.9) (Cx−λ2⋅Ι)⋅w2=0 . 

Για το w1 θα έχουµε αναλυτικά 
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από το παραπάνω αόριστο σύστηµα λύση για w11=α είναι w1=[α, α⋅0.65]T. Ακόµη για 

να ισχύει 84.65.11/11)65.1(1= 222
1 ≈+±=α⇔=⋅α+α⇔w  , άρα ένα µοναδιαίο 

ιδιοδιάνυσµα είναι το w1=[0.84,0.55]T.  Όµοια για την ιδιοτιµή λ2 προκύπτει 

w2=[0.55,-0.84]T. Τα  διανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους όπως αναµενόταν. Στο 

Σχ.6.2-1 φαίνεται η ορθότητα της µεθόδου. 
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O KLT είναι µία αναλυτική διαδικασία για την εκτίµηση των ιδιοτιµών και των 

ιδιοδιανυσµάτων από τον πίνακα συνδιασποράς των δεδοµένων Cx. Ειδικά, εάν το 

πλήθος των διαστάσεων του χώρου των ανυσµάτων είναι µεγάλο ο υπολογισµός και ο 

χειρισµός του πίνακα Cx είναι ανέφικτος.  

 Για τον παραπάνω λόγο αντί του KLT µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ένα 

γραµµικό νευρωνικό δίκτυο ενός επιπέδου (single-layer linear feed forward neural 

net), το οποίο επιτελεί την ΑΚΣ. Το δίκτυο αυτό εκπαιδεύεται χωρίς επόπτη 

(unsupervised) από τον γενικευµένο αλγόριθµο του Hebb που βασίζεται στον κανόνα 

εκµάθησης του Hebb. Με τον αλγόριθµο αυτό το νευρωνικό δίκτυο συγκλίνει µε 

πιθανότητα ένα στα ιδιοδιανύσµατα ενός πίνακα συνδιασποράς Cx απεριόριστου 

µεγέθους. Ο υπολογισµός του Cx δεν είναι αναγκαίος επειδή τα ιδιοδιανύσµατα 

προκύπτουν κατευθείαν από τα δεδοµένα. Η εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου 

γίνεται ως εξής: 

Έστω ότι 

– t=1,2,3,… µία µεταβλητή για τη µέτρηση της επανάληψης της διαδικασίας, 

– x(t) το διάνυσµα εισόδου στο νευρωνικό δίκτυο τη χρονική στιγµή t, µε 

συνιστώσες xi(t), i=0,1,…,p-1, 

– m το πλήθος των νευρώνων  (m ≤ p) που ως εκ τούτου  είναι και το πλήθος των 

επιθυµητών κύριων συνιστωσών, 

– j ένας δείκτης που αποδίδεται στους νευρώνες  j∈{0,1,…,m-1}, 

– wji(t) η τιµή του βάρους της σύναψης που συνδέει τον j νευρώνα µε την i είσοδο 

κατά την επανάληψη t,  

– Wm x p(t) ο πίνακας των wji(t) και 

– y(t) το άνυσµα εξόδου του δικτύου κατά την επανάληψη t, µε συνιστώσες yj(t). 

Εκτελούνται τα ακόλουθα βήµατα υπολογισµών: 

Βήµα 1. Αφαιρείται πρώτα το διάνυσµα µx της µέσης τιµής από κάθε στοιχείο του 

συνόλου εκπαίδευσης. Με τον τρόπο αυτό οι τιµές που προκύπτουν έχουν 

µηδενικό διάνυσµα µέσης τιµής. 

Βήµα 2. Αποδίδονται αρχικά (t=0) στα βάρη wji(0) των συνάψεων µικρές τυχαίες τιµές 

και στην παράµετρο γ του ρυθµού εκπαίδευσης µικρή θετική τιµή (π.χ. 

γ=0.007). 
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Βήµα 3. Υπολογίζεται το διάνυσµα εξόδου y(t) µε συνιστώσες yj(t) για i=0,1,...,p-1, 

j=0,1,...,m-1 από τη σχέση 

(6.2.8)     
, ή  y(t)=W(t) x(t) 
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και η ποσότητα ∆wji(t) από την σχέση 
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1 24444 344440

t

  

Ο όρος (α) εκφράζει τον απλό κανόνα του Hebb, που λέει ότι εάν δύο 

νευρώνες που βρίσκονται στα άκρα µιας σύναψης (σύνδεσης), 

ενεργοποιούνται συγχρόνως, τότε η ισχύς της σύναψης αυξάνεται. Αλλιώς 

εξασθενεί ή εκφυλίζεται. Ο όρος (β) επιβάλλει ένα όριο στην αύξηση της 

σύναψης. Η τιµή του wji(t+1) προσαρµόζεται σύµφωνα µε τη σχέση 

              (6.2.10)     wji(t+1)= wji(t)+∆wji .  

 

Βήµα 4. Αύξηση της µεταβλητής t κατά ένα και επανάληψη από το βήµα 3  έως ότου 

τα βάρη των συνάψεων wji φθάσουν στη σταθερή κατάσταση. 

 

Μετά τη φάση της εκπαίδευσης τα βάρη wji του j συγκλίνουν στην i συνιστώσα του 

ιδιοδιανύσµατος που αντιστοιχεί στην j ιδιοτιµή του πίνακα συνδιασποράς Cx. Με 

άλλα λόγια οι γραµµές του πίνακα W έχουν προσεγγίσει τα πρώτα m ιδιοδιανύσµατα 

του Cx, ταξινοµηµένες σε φθίνουσα σειρά. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I 

Ο ανάστροφος πίνακα ΑΤ ενός πίνακα Α  είναι  ένας πίνακας που έχει ως γραµµές 

τις στήλες του Α µε ίδιο δείκτη. Αν ο ΑΜxN έχει Μ γραµµές και Ν στήλες, τότε ο 

ΑΤ
NxM

  θα έχει Ν γραµµές και Μ στήλες. Η ν γραµµή του ΑΤ είναι η ν στήλη του Α και 

η µ γραµµή του η µ στήλη του Α.  Για παράδειγµα αν 

235.0
211

22
31
5.01

T
3223 −

−=⇔
−

−= ×× AA . 

Πολλαπλασιασµός πινάκων. Έστω οι πίνακες ΑΝ×Κ και ΒΚ×Μ, το γινόµενό τους είναι 

ένας πίνακας ΓΝ×Μ για τον οποίο γραφουµε Γ=A⋅B και έχει στοιχεία Γµκ που δίνονται 

από την σχέση 

κµ

Κ

1κ
νκνµ Β⋅Α=Γ ∑

=

 

Για παράδειγµα αν  

 

 και
13
45.0
21

23 =Α ×   τότε5.05.01
113

32 −
−=Β ×  

 

5.25.210
5.15.15.7

005

)5.0(1135.01)1(31133
)5.0(415.05.04)1(5.01435.0

)5.0(2115.02)1(11231
ΓΒΑ 33

−
−=

=−⋅+⋅⋅+−⋅⋅+⋅
−⋅+⋅⋅+−⋅⋅+⋅
−⋅+⋅⋅+−⋅⋅+⋅

==⋅ ×  

 
Εξισώσεις ευθείας και ανισώσεις ηµιεπιπέδων στον Ε2

 
Έστω η ευθεία (ε) του σχήµατος µε εξίσωση  

( ) ( ) 0wxwxwxdε 32211 =+⋅+⋅=→  

(Π2) 

(Π1) 

(ε΄) 

(ε)

θ 
x1

x2
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Η (ε) χωρίζει το καρτεσιανό επίπεδο σε  ηµιεπίπεδα. Η κλίση θ της (ε) έχει 

2

1

w
w-εφθ = . Η (ε) τέµνει τον άξονα x2 στο σηµείο ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2

3

w
w

,0 . 

 Αν d(x)=d>0⇒d(x)-d=0 0d-wxwxw 32211 =+⋅+⋅⇒  

Η εξίσωση αυτή δίνει τα σηµεία της ευθείας (ε΄) µε κλίση θ΄ που έχει 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

==

22

3

2

3

2
2

1

w
d

w
w,0

w
dw- 0,

 σηµείο στο   x  τωνάξονα ν τέµνει το)(ε' Η ε΄//ε.  άρα εφθ,
w
w-εφθ΄

 

Αν w2>0 τότε όλα τα σηµεία της (ε΄) βρίσκονται στο ηµιεπίπεδο (Π1) πάνω από το 

σηµείο ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2

3

w
w

,0 . 

Για d ∈ (0, η (ε΄)  σαρώνει όλο το ηµιεπίπεδο (Π1). Άρα η σχέση d(x)>0 

επαληθεύεται  από τα σηµεία του ενός ηµιεπιπέδου και η d(x)<0 του άλλου. 

)∞+
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ II 
 
Σε ένα συµµετρικό πίνακα , , µε ιδιοτιµές NXNC CC =T

νµνµ λ≠λλλ ,,  και αντίστοιχα 
µοναδιαία ιδιοδιανύσµατα  ισχύει ότι . ∆ηλαδή τα ιδιοδιανύσµατα 
είναι κάθετα µεταξύ τους. 

νµ ≠ ww 0T =⋅ νµ ww

 
Απόδειξη: Επειδή  ιδιοτιµές και  ιδιοδιανύσµατα ισχύουν οι σχέσεις νµ λλ , νµ ww ,

(B)  
(A)  

TTT

TTT

µννννµνµ

µνµµµνµν

ννν

µµµ

⋅⋅λ=⋅λ⋅=⋅⋅
⋅⋅λ=⋅λ⋅=⋅⋅

⇒
⎭
⎬
⎫

⋅λ=⋅
⋅λ=⋅

wwwwwCw
wwwwwCw

wwC
wwC

 

 
( ) (Γ)  TTTTTT

νµνµµνµν ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ wCwwCwwCwwCw  
Υπενθυµίζεται ότι (ΑΒ)Τ=ΒΤΑΤ. 
 
Από τις σχέσεις (Α), (Β), (Γ) συνεπάγεται 

( ) 0TTT =⋅λ−λ⇔⋅⋅λ=⋅⋅λ µννµµννµνµ wwwwww  
 
επειδή  έπεται ότι . νµ λ≠λ 0TT =⋅=⋅ νµµν wwww
 
Από τα προηγούµενα συνεπάγεται ότι για τον πίνακα [ ]N21 ,,, wwwW L=  
ισχύει ότι  
 

[ ] I
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ww
ww
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w

w
w
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⎥
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⎢
⎢
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⎢
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T
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T
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T
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T
1

T

L

MOMM

L

L

L
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L

L

L
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Άρα αντίστροφος του είναι ο . W T1 WW =−

 
Για τα ιδιοδιανύσµατα του C ισχύει εξ’ ορισµού ότι  

[ ] [ ] ΛWwwwwC

wwC

wwC
wwC

⋅=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
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⎡
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=⋅⇒

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫
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⋅λ=⋅
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N
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1
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όπου  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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Αφού . ΛWCWΛΛIΛWWWCWΛWWC =⋅⋅⇔=⋅=⋅⋅=⋅⋅⇒⋅=⋅ −− T11
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