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Kef�laio 1

Eisagwg 

'Iswc o eikostìc ai¸nac na qarakthristeÐ apì touc istorikoÔc tou mèllontoc wc
o ai¸nac thc Plhroforik c kai twn Epikoinwni¸n. Ston ai¸na autì diapist¸jhke
mÐa ragdaÐa an�ptuxh twn mèswn katagraf c, apoj keushc, epexergasÐac kai me-
t�doshc twn dedomènwn kaj¸c kai twn sunaf¸n teqnologi¸n epikoinwnÐac ìpwc to
thlèfwno, to radiìfwno, h thleìrash kai ta dÐktua upologist¸n. Koinìc tìpoc
ìlwn aut¸n twn teqnologik¸n epiteugm�twn eÐnai h akrib c, taqeÐa, asfal c kai
oikonomik  apoj keush kai met�dosh twn plhrofori¸n.

'Olh aut  h an�ptuxh èdwse touc perissìterouc karpoÔc met� th majhmatik  je-
melÐwsh thc ènnoiac thc plhroforÐac. Prin ta mèsa tou eikostoÔ ai¸na, h ènnoia
thc plhroforÐac  tan kat� b�sh afhrhmènh kai poiotik . Sunep¸c, opoiad pote
prosp�jeia exagwg c nìmwn pou dièpoun thn plhroforÐa kai thn epikoinwnÐa  tan
arqik� adÔnath. Aut  h adunamÐa posotikopoÐhshc thc ènnoiac thc plhroforÐac a-
ntimetwpÐsthke me apìluth epituqÐa q�rh stic prwtoporiakèc ergasÐec tou Shannon

sto dutikì kai tou Khinchin sto anatolikì mplok.

To 1948, me thn ergasÐa “A Mathematical Theory of Communication” tou Shannon

genn jhke mia nèa episthmonik  perioq , h JewrÐa thc PlhroforÐac   JewrÐa
Plhrofori¸n. Stìqoc thc eÐnai h jemelÐwsh ennoi¸n kai jewrhm�twn pou epitrè-
poun th majhmatik  perigraf  thc diadikasÐac thc epikoinwnÐac. 'Etsi, h met�dosh
plhrofori¸n mporeÐ na analujeÐ me akrÐbeia kai majhmatik  austhrìthta, en¸ se
èna epìmeno b ma eÐnai dunatì na sqediastoÔn kalÔtera sust mata epikoinwni¸n.
H nèa jewrÐa basismènh sth jewrÐa pijanot twn, th statistik  kai thn �lgebra
mporeÐ na apant sei me majhmatik  austhrìthta se erwt mata pou sqetÐzontai me
th bèltisth sumpÐesh twn dedomènwn, thn perigraf  twn diaÔlwn epikoinwnÐac, thn
kwdikopoÐhsh twn mhnum�twn plhroforÐac, to rujmì met�doshc twn plhrofori¸n
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Sq ma 1.1: SÔsthma epikoinwnÐac.

se perib�llon jorÔbou, thn kruptogr�fhsh k.a.

An kai arqik� h jewrÐa thc plhroforÐac apotèlese tm ma thc epist mhc twn epikoi-
nwni¸n, apì polÔ nwrÐc oi arqèc, oi mejodologÐec kai ta sumper�smat� thc br kan
efarmog  kai se �llec episthmonikèc perioqèc. Endeiktik�, anafèroume th biologÐa,
th genetik , th glwssologÐa, th sqedÐash upologistik¸n susthm�twn, th dioÐkh-
sh, th jewrÐa paignÐwn k.a. 'Etsi, mporoÔme na poÔme ìti stic mèrec mac, h jewrÐa
thc plhroforÐac lìgw thc majhmatik c thc austhrìthtac kai twn genikeumènwn
sumperasm�twn thc apoteleÐ èna qwristì kl�do twn majhmatik¸n.

SÔmfwna me th jewrÐa plhrofori¸n èna sÔsthma epikoinwnÐac perilamb�nei ton
pompì, to dÐaulo kai to dèkth (sq ma 1.1). O pompìc apartÐzetai apì thn phg 
plhroforÐac kai ton kwdikopoiht . H phg  par�gei thn plhroforÐa pou perigr�-
fetai me th qr sh sumbìlwn, ta opoÐa sth sunèqeia kwdikopoioÔntai apì ton kwdi-
kopoiht . To kwdikopoihmèno m numa dioqeteÔetai sto dÐaulo, o opoÐoc eÐnai sthn
ousÐa to mèso pou paremb�lletai metaxÔ tou pompoÔ kai tou dèkth. 'Otan h plhro-
forÐa diapern� to dÐaulo eÐnai dunatì na alloiwjeÐ lìgw thc parousÐac jorÔbou.
Tèloc, h plhroforÐa lamb�netai apì ton dèkth ìpou arqik� apokwdikopoieÐtai kai
sth sunèqeia parousi�zetai ston proorismì thc.

1.1 Basikèc 'Ennoiec kai ParadeÐgmata

Kentrikì rìlo sth jewrÐa thc plhroforÐac paÐzei h Ðdia h ènnoia thc plhroforÐac.
SÔmfwna me th jewrÐa, h plhroforÐa èqei posotikì qarakt ra kai sunep¸c diafè-
rei shmantik� apì to ennoiologikì perieqìmeno pou thc apodÐdoume sthn kajhmerin 
mac zw . Plèon, h plhroforÐa enìc gegonìtoc sqetÐzetai �mesa me thn pijanìthta
tou gegonìtoc kai mìno me aut n. Praktik�, ìso pio mikr  eÐnai h pijanìthta enìc
gegonìtoc tìso megalÔterh eÐnai h plhroforÐa pou antistoiqeÐ sto gegonìc. Autì
en mèrei sumfwneÐ me thn koin  mac antÐlhyh. Gia par�deigma, to gegonìc �S mera
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ègine olik  èkleiyh hlÐou� perièqei megalÔterh plhroforÐa apì to gegonìc �S me-
ra o  lioc anèteile�, epeid  to pr¸to gegonìc èqei mikr  pijanìthta se sqèsh me
to deÔtero pou eÐnai bèbaio. Pr�gmati, ta mèsa mazik c enhmèrwshc ja anafer-
joÔn ekten¸c sto pr¸to gegonìc, en¸ den up�rqei perÐptwsh na asqolhjoÔn me
to deÔtero. 'Omwc, aut  h sumfwnÐa metaxÔ jewrÐac thc plhroforÐac kai koin c
antÐlhyhc den eÐnai kanìnac. Autì mporeÐ na faneÐ me èna par�deigma. 'Estw ìti th
diorg�nwsh thc epìmenhc Olumpi�dac th diekdikoÔn dÔo pìleic, h A kai h B. 'Oso
kai na mac faÐnetai par�xeno, sÔmfwna me th jewrÐa thc plhroforÐac, to gegonìc
�H pìlh A ja organ¸sei thn epìmenh Olumpi�da� perièqei mikrìterh plhroforÐa
apì to gegonìc �'Erixa ta z�ria kai èfera èxi-pènte�. O lìgoc eÐnai ìti to pr¸to
gegonìc èqei pijanìthta 0.5, en¸ to deÔtero arket� mikrìterh (1/18).

Sunep¸c, sta plaÐsia thc jewrÐac thc plhroforÐac h lèxh plhroforÐa èqei kajar�
posotikì perieqìmeno kai ìqi poiotikì.

Akìmh, h plhroforÐa pou perièqei èna gegonìc eÐnai èna mètro thc abebaiìthtac
pou èqoume gia to gegonìc autì prin thn emf�nis  tou. Autì mporeÐ na gÐnei pio
katanohtì me èna par�deigma. 'Estw ènac ependut c, o opoÐoc qrei�zetai plhro-
forÐec (sumboulèc) gia to epÐpedo twn metoq¸n, mÐac sugkekrimènhc epiqeÐrhshc,
pou èqei sthn katoq  tou, kai sumbouleÔetai to qrhmatist  tou. Profan¸c, o
qrhmatist c ja prèpei na èqei eidikèc plhroforÐec (gn¸seic) gia ta jèmata tou
qrhmatisthrÐou. O qrhmatist c plhroforeÐ (enhmer¸nei) ton ependut  ìti orkw-
toÐ logistèc anazhtoÔn plhroforÐec (apodeiktik� stoiqeÐa) gia pijan  ap�th sta
et sia logistik� stoiqeÐa pou parousÐase h sugkekrimènh epiqeÐrhsh. Antidr¸-
ntac se autèc tic plhroforÐec (dedomèna), o ependut c apofasÐzei na poul sei tic
metoqèc thc sugkekrimènhc epiqeÐrhshc kai plhroforeÐ (enhmer¸nei) an�loga ton
qrhmatist  tou.

Blèpoume apì to parap�nw par�deigma, ìti h plhroforÐa mporeÐ na shmaÐnei sum-
boul , gn¸sh, enhmèrwsh, dedomèna, stoiqeÐa k.a. Se ìlec ìmwc tic peript¸seic h
plhroforÐa eÐnai mètro thc abebaiìthtac kai ìtan aut  parèqetai mei¸nei thn abe-
baiìthta. Pr�gmati, o ependut c epeid  eÐnai abèbaioc gia to pragmatikì epÐpedo
twn metoq¸n pou katèqei sumbouleÔetai to qrhmatist  tou, o opoÐoc gnwrÐzei ta
qrhmatisthrik� jèmata me megalÔterh bebaiìthta. O qrhmatist c mei¸nei thn abe-
baiìthta tou ependut  enhmer¸nont�c ton gia tic kin seic twn orkwt¸n logist¸n.
Apì th meri� touc, oi orkwtoÐ logistèc eÐqan abebaiìthta gia ta logistik� stoiqeÐa
thc epiqeÐrhshc kai gia na mei¸soun thn abebaiìtht� touc diex�goun thn èreuna.
'Eqontac enhmerwjeÐ, o ependut c apofasÐzei na pwl sei tic metoqèc tou kai enhme-
r¸nei an�loga to qrhmatist  tou. 'Etsi, mei¸nei thn abebaiìthta tou qrhmatist , o
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opoÐoc den  tan bèbaioc gia tic projèseic tou ependut  (ja poul sei, ja agor�sei
  ja diathr sei tic Ðdiec metoqèc?).

MÐa �llh majhmatik  ènnoia me jemeli¸dh shmasÐa gia th jewrÐa thc plhroforÐac
eÐnai h entropÐa. 'Wc ìroc h ènnoia thc entropÐa gia th jewrÐa thc plhroforÐac
proèkuye wc d�neio apì th jermodunamik  kai sugkekrimèna apì to deÔtero nìmo
thc. Sta plaÐsia thc jewrÐac thc plhroforÐac, h entropÐa ekfr�zei to mèso ìro an�
gegonìc thc plhroforÐac pou mporeÐ na prokÔyei apì di�fora gegonìta. M�lista
h majhmatik  thc èkfrash eÐnai Ðdia me aut n pou perigr�fei thn entropÐa sto q¸ro
thc jermodunamik c.

'Opwc ja doÔme sth sunèqeia, h entropÐa ekfr�zei èna mètro thc mèshc abebaiìth-
tac gia thn emf�nish opoioud pote gegonìtoc pou an kei se èna sÔnolo pijan¸n
gegonìtwn. Profan¸c, an ta gegonìta eÐnai isopÐjana, tìte h abebaiìtht� mac
gia thn emf�nish k�poiou gegonìtoc ja eÐnai mègisth. AntÐjeta, an k�poio apì ta
pijan� gegonìta èqei shmantik� megalÔterh pijanìthta emf�nishc se sqèsh me ta
upìloipa, tìte eÐnai profanèc ìti h abebaiìtht� mac gia thn emf�nish k�poiou sug-
kekrimènou gegonìtoc apì to sÔnolo twn gegonìtwn ja eÐnai mikrìterh se sqèsh
me thn perÐptwsh isopÐjanwn gegonìtwn.

Autì mporeÐ na gÐnei katanohtì me to ex c par�deigma. Jewr ste èna mh tÐmio
nìmisma ìpou kat� th rÐyh tou h pijanìthta na èrjei kefal  eÐnai 0.9 en¸ h pi-
janìthta na èrjei gr�mmata eÐnai 0.1. Se aut n thn perÐptwsh met� apì mÐa rÐyh
ja anamènoume thn emf�nish thc kefal c epeid  h abebaiìtht� mac gia to apotèle-
sma thc rÐyhc eÐnai mikr . AntÐjeta, an to nìmisma eÐnai tÐmio, dhlad  ta gegonìta
kefal  kai gr�mmata eÐnai isopÐjana, tìte h abebaiìtht� mac gia to apotèlesma
eÐnai meg�lh. Autì faÐnetai apì to gegonìc ìti met� apì mÐa rÐyh den èqoume kamÐa
tekmhriwmènh prosdokÐa emf�nishc mÐac sugkekrimènhc pleur�c tou nomÐsmatoc.

Gia th jewrÐa thc plhroforÐac, to tÐmio nìmisma èqei megalÔterh entropÐa apì to
mh tÐmio. Dhlad , h abebaiìthta gia to apotèlesma thc rÐyhc tou tÐmiou nomÐsmatoc
eÐnai megalÔterh apì aut n pou sqetÐzetai me to mh tÐmio.
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Kef�laio 2

PlhroforÐa kai EntropÐa

2.1 OrismoÐ

Orismìc 2.1. PlhroforÐa eÐnai mÐa sullog  dedomènwn, ta opoÐa katagr�fontai
me th qr sh sumbìlwn. (Gia ta plaÐsia thc jewrÐac thc plhroforÐac, o orismìc
autìc thc plhroforÐac eÐnai perigrafikìc kai ellip c. O akrib c kai majhmatik�
jemeliwmènoc orismìc thc plhroforÐac dÐnetai sthn epìmenh enìthta.)

Orismìc 2.2. Phg  plhroforÐac eÐnai k�je sÔsthma pou par�gei sthn èxodì
tou plhroforÐa.

Orismìc 2.3. EpikoinwnÐa eÐnai k�je diadikasÐa metafor�c plhroforÐac metaxÔ
dÔo shmeÐwn tou qwroqrìnou.

Orismìc 2.4. Ta diakekrimèna (diaforetik�) sÔmbola, x1, x2, . . . , xN pou qrhsi-
mopoioÔntai gia thn anapar�stash thc plhroforÐac pou par�getai apì mÐa phg 
sunjètoun to sÔnolo X = {x1, x2, . . . , xN}, to opoÐo onom�zetai alf�bhto thc
phg c. To pl joc N twn diakekrimènwn sumbìlwn mporeÐ na eÐnai peperasmèno  
�peiro.

Orismìc 2.5. Wc lèxh orÐzoume mia diatetagmènh akoloujÐa sumbìlwn.

Orismìc 2.6. Wc m numa orÐzoume mia diatetagmènh akoloujÐa lèxewn.

2.2 Mètro thc PlhroforÐac

Prwtarqikìc stìqoc thc jewrÐac plhrofori¸n eÐnai h posotikopoÐhsh thc ènnoiac
thc plhroforÐac. E�n o stìqoc autìc epiteuqjeÐ tìte mporoÔme na anaptÔxoume
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mejìdouc an�lushc kai sqediasmoÔ susthm�twn plhroforÐac me th qr sh thc a-
rijmhtik c kai tou logismoÔ. To prìblhma thc posotikopoÐhshc thc ènnoiac thc
plhroforÐac kai o orismìc enìc kat�llhlou mètrou gia ton upologismì thc apa-
sqìlhke ton Hartley to 1928. O Hartley kat� th melèth twn thlegrafik¸n epi-
koinwni¸n diapÐstwse ìti an h pijanìthta emf�nishc enìc gegonìtoc eÐnai meg�lh
(kont� sth mon�da), tìte up�rqei polÔ mikr  abebaiìthta gia to an ja sumbeÐ to
gegonìc. Dhlad  to gegonìc eÐnai anamenìmeno. Se aut n thn perÐptwsh, an to
gegonìc sumbeÐ, h plhroforÐa pou ja l�boume ja eÐnai mikr .

'Ara, to mètro thc plhroforÐac enìc tuqaÐou gegonìtoc, dhlad , h posotik  peri-
graf  thc sqetÐzetai mìno me thn pijanìthta tou gegonìtoc autoÔ. H diaÐsjhsh
mac upodeiknÔei ìti ìso pio pijanì eÐnai èna gegonìc tìso mikrìtero ja eÐnai to
mètro thc plhroforÐac tou. AntÐstrofa, èna gegonìc me mikr  pijanìthta suno-
deÔetai apì meg�lh posìthta plhroforÐac. EpÐshc, o sunduasmìc dÔo anex�rthtwn
gegonìtwn ja prèpei na antistoiqÐzetai se posìthta plhroforÐac Ðsh me to �jroi-
sma twn posot twn plhroforÐac twn dÔo gegonìtwn.

Sunep¸c, an A eÐnai èna tuqaÐo gegonìc me pijanìthta p(A) kai I(A) eÐnai h su-
n�rthsh mètrou thc plhroforÐac tou A, tìte h I(A) ja prèpei na ikanopoieÐ tic
parak�tw idiìthtec.

1. To mètro I(A) ja prèpei na eÐnai sun�rthsh thc pijanìthtac p(A) (p(A) ∈
[0, 1])

(2.1) I(A) = I(p(A)).

2. To mètro I(p(A)) ja prèpei na eÐnai pragmatik  jetik  sun�rthsh, dhlad 

(2.2) I(p) : [0, 1] → R+.

3. H sun�rthsh I(p) ja prèpei na eÐnai gnhsÐwc fjÐnousa,

(2.3) ∀p(A), p(B) : p(A) > p(B) ⇒ I(p(A)) < I(p(B)),

dhlad  ìso mikrìterh eÐnai h pijanìthta tou gegonìtoc tìso megalÔtero to
antÐstoiqo mètro plhroforÐac.

4. Tèloc an ta gegonìta A kai B eÐnai anex�rthta, opìte p(A∩B) = p(A)p(B),
tìte to mètro plhroforÐac tou gegonìtoc emf�nishc kai twn dÔo epimèrouc
gegonìtwn ja prèpei na eÐnai Ðso me to �jroisma twn dÔo epimèrouc mètrwn
plhroforÐac, dhlad 

(2.4) I(A ∩B) = I(p(A)p(B)) = I(p(A)) + I(p(B)) = I(A) + I(B).
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Sq ma 2.1: Grafik  par�stash thc sun�rthshc tou mètrou plhroforÐac gia K =

2.

ApodeiknÔetai (blèpe Par�rthma Aþ) ìti h monadik  sun�rthsh pou ikanopoieÐ touc
periorismoÔc pou jètoun oi (2.1-2.4) eÐnai o arnhtikìc log�rijmoc thc pijanìthtac
me b�sh megalÔterh thc mon�dac. 'Etsi, uiojetoÔme ton parak�tw orismì.

Orismìc 2.7. An p(A) eÐnai h pijanìthta tou gegonìtoc A, tìte to mètro plh-
roforÐac tou A dÐnetai apì th sqèsh

(2.5) I(A) = − logK(p(A)), ìpou K > 1.

Sth sunèqeia gia lìgouc aplìthtac o ìroc mètro plhroforÐac ja anafèretai wc
plhroforÐa. 'Opwc faÐnetai apì thn (2.5) h plhroforÐa eÐnai adi�stato mègejoc,
en¸ h b�sh K tou logarÐjmou mporeÐ na epilegeÐ eleÔjera, arkeÐ K > 1. Sun jwc,
h plhroforÐa metriètai se bit, nat,   hartley, ìtan h b�sh tou logarÐjmou eÐnai
K = 2, K = e (fusikìc log�rijmoc),   K = 10, antÐstoiqa. H epikratèsterh
mon�da mètrhshc thc plhroforÐac eÐnai to bit, lìgw thc ragdaÐac an�ptuxhc thc
teqnologÐac twn hlektronik¸n upologist¸n, twn opoÐwn h leitourgÐa sqetÐzetai me
to duadikì sÔsthma arÐjmhshc. Sto sq ma 2.1 parousi�zetai h grafik  par�stash
tou mètrou plhroforÐac, gia K = 2, sunart sei thc pijanìthtac. Sth sunèqeia,
gia suntomÐa ìloi oi log�rijmoi ja upologÐzontai me b�sh to K = 2 kai h graf 
log(·) ja dhl¸nei log2(·), ektìc an dhl¸netai rht� �llh b�sh.
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2.3 EntropÐa   Mèsh PlhroforÐa

Sthn parousÐash pou prohg jhke anaferj kame se tuqaÐa gegonìta gia ta opoÐa
orÐsame to mètro plhroforÐac. Dedomènou ìti h emf�nish enìc sumbìlou thc phg c
apoteleÐ èna tuqaÐo gegonìc, orÐzoume thn plhroforÐa sumbìlou kai kat� epèktash
sthn plhroforÐa lèxewn   mhnum�twn.

JewroÔme mÐa phg  plhroforÐac me alf�bhto X = {x1, x2, . . . , xN}. Kajèna
sÔmbolo xi (i = 1, 2, . . . , N) èqei pijanìthta emf�nishc pi kai �ra plhroforÐa
I(xi) = − log(pi). Profan¸c, gia tic pijanìthtec twn sumbìlwn isqÔei

pi ∈ [0, 1] kai
N∑

i=1

pi = 1.

H katanom  twn pijanot twn twn sumbìlwn tou alfab tou X perigr�fetai apì
to sÔnolo PX = {p1, p2, . . . , pN}. 'Etsi, h phg  plhroforÐac perigr�fetai kai
anaparist�tai apì to zeÔgoc (X, PX).

Ja  tan endiafèron na gnwrÐzoume, ektìc apì thn plhroforÐa tou k�je sumbìlou
qwrist�, th mèsh plhroforÐa an� sÔmbolo pou mac parèqei h èxodoc thc phg c.
Me �lla lìgia, zhtoÔme èna mègejoc plhroforÐac pou na sqetÐzetai me thn phg 
sunolik�, sunep¸c me to alf�bhtì thc. Gia to lìgo autì eis�getai h ènnoia thc
entropÐac phg c. H entropÐa eÐnai jemeli¸dhc ènnoia gia th jewrÐa thc plhro-
forÐac kai prot�jhke to 1948 apì ton Shannon.

Orismìc 2.8. EntropÐa   mèsh plhroforÐa an� sÔmbolo plhroforÐac mÐac
phg c (X, PX) eÐnai h anamenìmenh tim  thc plhroforÐac twn sumbìlwn thc phg c
kai dÐnetai apì th sqèsh

(2.6) H(X) = −
N∑

i=1

pi log(pi).

Profan¸c, h entropÐa metr�tai se bits/sÔmbolo (bits/symbol).

H sun�rthsh pou perigr�fei thn entropÐa èqei tic parak�tw basikèc idiìthtec:

• EÐnai suneq c sun�rthsh twn pijanot twn p1, p2, . . . , pN .

• EÐnai mh arnhtik , H(X) ≥ 0, dedomènou ìti pi ≤ 1.

• EÐnai summetrik  sun�rthsh twn pijanot twn, dhlad  èqei thn Ðdia tim  gia
opoiad pote antimet�jesh twn metablht¸n p1, p2, . . . , pN .
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DÔo akìmh shmantikèc idiìthtec thc sun�rthshc entropÐac paratÐjentai sth sunè-
qeia wc jewr mata me tic apodeÐxeic touc.

Je¸rhma 2.1 (Mègisthc entropÐac).
H entropÐa mÐac phg c (X,PX) diakekrimènwn sumbìlwn eÐnai mègisth ìtan ta
sÔmbola thc phg c eÐnai isopÐjana,

p1 = p2 = . . . = pN =
1

N
.

Apìdeixh.
H sun�rthsh pou prèpei na megistopoihjeÐ eÐnai h

(2.7) H(X) = −
N∑

i=1

pi log(pi)

dedomènou ìti oi eleÔjerec par�metroi p1, p2, . . . , pN ikanopoioÔn th sunj kh isì-
thtac

(2.8)
N∑

i=1

pi = 1.

Autì to prìblhma megistopoÐhshc upì sunj kh isìthtac antimetwpÐzetai me th
qr sh twn pollaplasiast¸n Lagrange. SÔmfwna me th mèjodo aut  oi timèc twn
pijanot twn pou megistopoioÔn thn (2.7) prokÔptoun apì th lÔsh tou sust matoc
diaforik¸n exis¸sewn:

(2.9)
∂H(X)

∂pi

+ λ
∂

∑N
i=1 pi

∂pi

= 0, i = 1, 2, . . . , N

ìpou h stajer� λ eÐnai o pollaplasiast c Lagrange. Apì thn (2.9) prokÔptei
eÔkola ìti

log(p1) = log(p2) = . . . = log(pN) ⇒ p1 = p2 = . . . = pN = 1/N.

¨

Je¸rhma 2.2 (Sqetik  entropÐa - Apìstash Kullback-Leibler).
An PX = {p1, p2, . . . , pN} kai QX = {q1, q2, . . . , qN} eÐnai dÔo enallaktikèc kata-
nomèc pijanot twn twn sumbìlwn X = {x1, x2, . . . , xN} mÐac phg c tìte:

(2.10) H(X) = −
N∑

i=1

pi log(pi) ≤ −
N∑

i=1

pi log(qi)
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  isodÔnama

(2.11) H(X, PX/QX) =
N∑

i=1

pi log

(
pi

qi

)
≥ 0.

H sun�rthsh H(X, PX/QX) onom�zetai sqetik  entropÐa   apìstash Kullback-

Leibler twn katanom¸n PX , QX gia to alf�bhto X.

Apìdeixh.
Wc gnwstì, gia to nepèrio log�rijmo isqÔei h tautoanisìthta ln(x) ≤ x − 1 kai
sÔmfwna me ton tÔpo allag c b�shc logarÐjmou èqoume

log(x) = ln(x) log(e).

JumÐzoume ìti kat� sÔmbash èqoume deqjeÐ ìti log(·) eÐnai o log�rijmoc me b�sh
to dÔo. Lamb�nontac upìyh ta parap�nw, h (2.11) apodeiknÔetai wc ex c:

H(X,PX/QX) =
N∑

i=1

pi log

(
pi

qi

)
= − log(e)

N∑
i=1

pi ln

(
qi

pi

)
≥

≥ log(e)
N∑

i=1

pi

(
1− qi

pi

)
= log(e)

N∑
i=1

(pi − qi) =

= log(e)

(
N∑

i=1

pi −
N∑

i=1

qi

)
= log(e)(1− 1) = 0.

¨

H apìstash Kullback-Leibler isoÔtai me mhdèn an kai mìno an oi dÔo enalla-
ktikèc katanomèc pijanot twn PX kai QX eÐnai Ðsec. Diaforetik�, h apìstash
Kullback-Leibler ekfr�zei thn apìklish thc katanom c PX apì thn QX . Ja prèpei
na shmeiwjeÐ ìti h sun�rthsh H(X, PX/QX) den eÐnai summetrik  wc proc tic dÔo
katanomèc, dhlad  isqÔei

H(X, PX/QX) 6= H(X, QX/PX).(2.12)

2.4 EntropÐa Duadik c Phg c - Sun�rthsh Sh-

annon

Suqn�, sth jewrÐa thc plhroforÐac emfanÐzetai h entropÐa duadik c phg c. H
duadik  phg  plhroforÐac èqei alf�bhto pou apoteleÐtai apì dÔo mìno sÔmbola
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Sq ma 2.2: Grafik  par�stash thc sun�rthshc Shannon.

p.q. to 0 kai to 1. Profan¸c, an p eÐnai h pijanìthta emf�nishc tou sumbìlou 0,
tìte h pijanìthta emf�nishc tou 1 ja eÐnai Ðsh me 1− p. Sunep¸c, h entropÐa thc
duadik c phg c, h opoÐa sumbolÐzetai me Hb(p), ja eÐnai Ðsh me

(2.13) Hb(p) = −p log(p)− (1− p) log(1− p).

H entropÐa duadik c phg c Hb(p) eÐnai sun�rthsh mìno thc pijanìthtac p tou
enìc sumbìlou kai lègetai sun�rthsh Shannon. 'Opwc faÐnetai kai apì to
sq ma 2.2 h sun�rthsh Shannon eÐnai summetrik  kai paÐrnei th mègisth tim c thc
(1 bit/symbol) ìtan ta dÔo sÔmbola eÐnai isopÐjana (p = 0.5). Autì �llwste
prokÔptei kai apì to je¸rhma mègisthc entropÐac. H tim  thc sun�rthshc Shannon

gia di�forec timèc thc pijanìthtac p dÐnetai ston pÐnaka Bþ.1 tou Parart matoc
Bþ.

2.5 Sundetik    Apì KoinoÔ EntropÐa

JewroÔme dÔo phgèc plhroforÐac, thn (X, PX) me alf�bhto X = {x1, x2, . . . , xN}
kai katanom  pijanot twn PX = {px1, px2, . . . , pxN} kai thn (Y, PY ) me alf�bhto
Y = {y1, y2, . . . , yM} kai katanom  pijanot twn PY = {py1, py2, . . . , pyM}, antÐ-
stoiqa. MporoÔme na upojèsoume ìti oi dÔo phgèc sunjètoun mÐa sÔnjeth phg 
(XY, PXY ) (sq ma 2.3), thc opoÐac to alf�bhto prokÔptei apì to kartesianì gi-
nìmeno XY = X × Y = {(xi, yj) : xi ∈ X, yj ∈ Y }. Kat� epèktash thc entropÐac
phg c orÐzetai h sundetik  entropÐa   apì koinoÔ entropÐa twn dÔo phg¸n
wc h entropÐa thc sÔnjethc phg c (XY,PXY ). 'Etsi, h sundetik    apì koinoÔ
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Sq ma 2.3: SÔnjeth phg  plhroforÐac.

entropÐa thc sÔnjethc phg c (XY, PXY ) dÐnetai apì th sqèsh

(2.14) H(XY ) = −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi, yj)).

MÐa basik  idiìthta thc sundetik c entropÐac dÔo phg¸n eÐnai ìti den mporeÐ na
uperbeÐ to �jroisma twn entropi¸n twn dÔo epimèrouc phg¸n. Autì shmaÐnei ìti h
mèsh plhroforÐa thc sÔnjethc phg c eÐnai mikrìterh   to polÔ Ðsh me to �jroisma
twn mèswn plhrofori¸n twn apl¸n phg¸n plhroforÐac, dhlad 

(2.15) H(XY ) ≤ H(X) + H(Y )

H tautoanisìthta (2.15) mporeÐ na apodeiqjeÐ me th qr sh tou jewr matoc thc
sqetik c entropÐac pou dÐnetai apì th sqèsh (2.10).

Apìdeixh.
H pijanìthta emf�nishc tou sÔnjetou gegonìtoc tou zeÔgouc sumbìlwn (xi, yj)

eÐnai p(xi, yj). Wc enallaktik  tim  (q(xi, yj)) thc pijanìthtac aut c mporoÔme
na jewr soume to ginìmeno twn perijwriak¸n pijanot twn twn sumbìlwn, dhlad 
q(xi, yj) = p(xi)p(yj). Tìte sÔmfwna me thn anisìthta (2.10) èqoume

H(XY ) = −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi, yj)) ≤

≤ −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(q(xi, yj)) =
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= −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi))−
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(yj)) =

= −
N∑

i=1

(
M∑

j=1

p(xi, yj)

)
log(p(xi))−

M∑
j=1

(
N∑

i=1

p(xi, yj)

)
log(p(yj)) =

= −
N∑

i=1

p(xi) log(p(xi))−
M∑

j=1

p(yj) log(p(yj)) = H(X) + H(Y )

EÐnai fanerì ìti h mèsh plhroforÐa thc sÔnjethc phg c isoÔtai me to �jroisma
twn mèswn plhrofori¸n twn dÔo epimèrouc phg¸n sthn perÐptwsh pou oi dÔo phgèc
eÐnai anex�rthtec, dhlad  ìtan

p(xi, yj) = p(xi)p(yj), ∀ i, j.

Oi ènnoiec thc sÔnjethc phg c kai thc sundetik c entropÐac mporoÔn na epektajoÔn
gia thn perÐptwsh perissotèrwn twn dÔo apl¸n phg¸n. 'Etsi, an èqoume K aplèc
phgèc plhroforÐac (X1, PX1), (X2, PX2), . . . , (XK , PXK

), tìte h sundetik  entropÐa
dÐnetai apì th sqèsh:

H(X1X2 . . . XK) = −
N1∑

i1=1

N2∑
i2=1

· · ·

· · ·
NK∑

iK=1

p(xi1 , xi2 , . . . , xiK ) log(p(xi1 , xi2 , . . . , xiK )).(2.16)

Sth sqèsh (2.16) me Nk (k = 1, 2, . . . , K) dhl¸netai to pl joc twn sumbìlwn tou
alfab tou Xk.

Tèloc, h tautoanisìthta (2.15) mporeÐ na genikeujeÐ gia thn perÐptwsh K apl¸n
phg¸n. Sugkekrimèna, apodeiknÔetai epagwgik� ìti isqÔei:

(2.17) H(X1X2 . . . XK) ≤ H(X1) + H(X2) + . . . + H(XK).

2.6 Upì Sunj kh EntropÐa

'Opwc kai sthn prohgoÔmenh enìthta, jewroÔme dÔo phgèc plhroforÐac thn (X, PX)

me alf�bhto X = {x1, x2, . . . , xN} kai katanom  pijanot twn PX = {px1, px2, . . . , pxN}
kai thn (Y, PY ) me alf�bhto Y = {y1, y2, . . . , yM} kai katanom  pijanot twn
PY = {py1, py2, . . . , pyM}, antÐstoiqa. Ac upojèsoume ìti gnwrÐzoume ek� twn
protèrwn pwc h phg  (Y, PY ) par�gei to sÔmbolo yj. Me aut n thn proôpìjesh, h
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pijanìthta emf�nishc tou sumbìlou xi sthn èxodo thc phg c (X,PX) dÐnetai apì
th gnwst  sqèsh

(2.18) p(xi/yj) =
p(xi, yj)

p(yj)
.

Profan¸c, h p(xi/yj) ekfr�zei thn pijanìthta emf�nishc tou zeÔgouc (xi, yj) sthn
èxodo thc sÔnjethc phg c (XY,PXY ) dedomènou ìti h apl  phg  (Y, PY ) par�gei
to sÔmbolo yj.

H mèsh plhroforÐa (entropÐa) an� sÔmbolo thc sÔnjethc phg c me dedomènh thn
èxodo thc mÐac apì tic dÔo aplèc phgèc dÐnetai apì th sqèsh

(2.19) H(X/yj) = −
N∑

i=1

p(xi/yj) log(p(xi/yj)).

H mèsh tim  tou H(X/yj) wc proc ìla ta sÔmbola yj onom�zetai upì sunj kh
entropÐa thc sÔnjethc phg c (XY, PXY ), ìtan eÐnai gnwst  h èxodoc thc apl c
phg c (Y, PY ), kai dÐnetai apì th sqèsh:

(2.20) H(X/Y ) =
M∑

j=1

H(X/yj)p(yj) = −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj)).

Me an�logo trìpo orÐzetai kai h upì sunj kh entropÐa thc sÔnjethc phg c ìtan
eÐnai gnwst  h èxodoc thc apl c phg c (X, PX):

(2.21) H(Y/X) =
N∑

i=1

H(Y/xi)p(xi) = −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(yj/xi)).

Sth sunèqeia, ja apodeÐxoume dÔo isìthtec pou sundèoun thn upì sunj kh entro-
pÐa sÔnjethc phg c me th sundetik  entropÐa kai tic entropÐec twn apl¸n phg¸n.
Sugkekrimèna, isqÔei ìti:

H(X/Y ) = H(XY )−H(Y ),(2.22)

H(Y/X) = H(XY )−H(X).(2.23)

Apìdeixh.
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H(X/Y ) = −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj)) =

= −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log

[
p(xi, yj)

p(yj)

]
=

= −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi, yj)) +
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(yj)) =

= H(XY ) +
M∑

j=1

p(yj) log(p(yj)) = H(XY )−H(Y ).

Me an�logo trìpo apodeiknÔetai kai h sqèsh (2.23).

¨

2.7 AmoibaÐa PlhroforÐa   DiaplhroforÐa

'Ena shmantikì mègejoc pou orÐzetai sta plaÐsia thc jewrÐac thc plhroforÐac
eÐnai h amoibaÐa plhroforÐa   diaplhroforÐa. An X = {x1, x2, . . . , xN}
kai Y = {y1, y2, . . . , yM}, eÐnai dÔo phgèc, me katanomèc pijanot twn PX kai PY

antÐstoiqa, tìte h diaplhroforÐa twn dÔo phg¸n (  twn dÔo katanom¸n) orÐzetai
wc

(2.24) I(X; Y ) = H(X)−H(X/Y ).

H sun�rthsh thc diaplhroforÐac èqei tic parak�tw idiìthtec:

• EÐnai summetrik  wc proc X kai Y , dhlad 

(2.25) I(X; Y ) = I(Y ; X).

• EÐnai mh arnhtik 

(2.26) I(X; Y ) ≥ 0.

Apìdeixh.
Gia na apodeÐxoume tic idiìthtec (2.25) kai (2.26) arkeÐ na antikatast soume ston
orismì (2.24) thn upì sunj kh entropÐa (2.22). 'Eqoume

I(X; Y ) = H(X)−H(X/Y ) = H(X)− (H(XY )−H(Y )) ⇒
⇒ I(X; Y ) = H(X) + H(Y )−H(XY ).(2.27)
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Apì th sqèsh (2.27) eÐnai fanerì ìti h diaplhroforÐa eÐnai summetrik  (I(X; Y ) =

I(Y ; X)). EpÐshc, me efarmog  thc tautoanisìthtac (2.15) prokÔptei ìti I(X; Y ) ≥
0.

¨

AnaptÔssontac th sqèsh orismoÔ (2.24), prokÔptei ìti h diaplhroforÐa èqei th
morf  apìstashc Kullback-Leibler. Pr�gmati,

I(X; Y ) = −
N∑

i=1

p(xi) log(p(xi)) +
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj)) =

= −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi)) +
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj)) =

=
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log

(
p(xi, yj)

p(xi)p(yj)

)
= H(XY, PXY /(PX · PY )).(2.28)

Sth sqèsh (2.28), H(XY,PXY /(PX · PY )) eÐnai h apìstash Kullback-Leibler thc
koin c katanom c PXY apì thn enallaktik  katanom  PX ·PY thc sÔnjethc phg c
XY . Sthn ousÐa h enallaktik  katanom  PX · PY , h opoÐa prokÔptei apì ta
ginìmena twn perijwriak¸n katanom¸n twn dÔo phg¸n X kai Y , isqÔei ìtan oi dÔo
phgèc eÐnai anex�rthtec. Sunep¸c, h diaplhroforÐa eÐnai mètro thc anexarthsÐac
twn dÔo phg¸n. Sugkekrimèna, an oi dÔo phgèc eÐnai anex�rthtec (opìte p(xi, yj) =

p(xi)p(yj)∀i, j) tìte h diaplhroforÐa mhdenÐzetai (I(X; Y ) = 0). Antijètwc, an gia
k�je i, j isqÔei p(xi/yj) = 0   p(xi/yj) = 1, tìte H(X/Y ) = 0 kai h diaplhroforÐa
paÐrnei th mègisth tim  thc I(X; Y ) = H(X).

2.7.1 Fusik  shmasÐa thc amoibaÐac plhroforÐac

H ènnoia thc amoibaÐac plhroforÐac eÐnai mÐa apì tic shmantikìterec thc jewrÐac
thc plhroforÐac kai, ìpwc ja doÔme se epìmeno kef�laio, sundèetai �mesa me
ton orismì thc qwrhtikìthtac enìc diaÔlou epikoinwnÐac. Gia na gÐnei katanoht 
h ènnoia aut  ja exet�soume èna par�deigma dÔo phg¸n plhroforÐac, oi opoÐec
mporeÐ na sqetÐzontai metaxÔ touc.

'Estw ènac pompìc, o opoÐoc mporeÐ na parastajeÐ wc mÐa phg  plhroforÐac (X, PX).
Ta sÔmbola thc phg c aut c (tou pompoÔ) apostèlontai mèsw enìc kanalioÔ plhro-
forÐac se èna dèkth. O dèkthc ousiastik� eÐnai mÐa nèa phg  plhroforÐac (Y, PY ),
h opoÐa sumperifèretai en gènei diaforetik� apì thn (X, PX). JewroÔme epÐshc
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ènan parathrht , o opoÐoc brÐsketai sthn perioq  tou dèkth, parathreÐ thn phg 
(Y, PY ) all� de mporeÐ na parathr sei thn phg  (X, PX). K�poia stigm  o parath-
rht c blèpei sto dèkth to sÔmbolo yj, to opoÐo par�getai apì thn phg  (Y, PY ). H
emf�nish autoÔ tou sumbìlou sto dèkth ofeÐletai sthn ekpomp  k�poiou sumbìlou
apì ton pompì. To er¸thma pou ja mac apasqol sei eÐnai to ex c: Blèpontac
to sÔmbolo yj sto dèkth, pìsh plhroforÐa apokìmise o parathrht c gia to poio
sÔmbolo, xi, ekpèmjhke arqik� apì ton pompì?

Arqik� h abebaiìthta tou parathrht  gia thn ekpomp  tou xi eÐnai Ðsh me thn plhro-
forÐa − log(p(xi)). Sth sunèqeia me thn emf�nish tou yj sto dèkth, h abebaiìthta
gia thn ekpomp  tou xi, dedomènou ìti èlabe yj sto dèkth, ja eÐnai − log(p(xi/yj)).
H diafor� twn dÔo aut¸n tim¸n thc abebaiìthtac, prin kai met� th l yh tou yj,
isodunameÐ me thn plhroforÐa pou èlabe o parathrht c me to pèrac thc diadikasÐac
ekpomp c - l yhc. Dhlad  h plhroforÐa pou kèrdise o parathrht c ja eÐnai

I(xi; yj) = log(p(xi/yj))− log(p(xi)).(2.29)

H mèsh plhroforÐa pou kerdÐzei o parathrht c gia to ti ekpèmpetai apì ton pompì
parathr¸ntac to dèkth, ja eÐnai profan¸c o mèsoc ìroc thc (2.29) lamb�nontac
upìyh k�je pijanì zeÔgoc ekpomp c - l yhc (xi, yj). Sunep¸c, h plhroforÐa pou
lamb�nei o parathrht c gia to ti ekpèmpei h phg  (X,PX), parathr¸ntac thn phg 
(Y, PY ), eÐnai Ðsh me

I(X; Y ) =
N∑

i=1

M∑
j=1

I(xi; yj)p(xi, yj) =

=
N∑

i=1

M∑
j=1

[log(p(xi/yj))− log(p(xi))] p(xi, yj) =

=
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj))−
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi)) =

= −H(X/Y )−
N∑

i=1

p(xi) log(p(xi)) = −H(X/Y ) + H(X).(2.30)

ParathroÔme ìti ousiastik� katal xame sth sqèsh orismoÔ thc amoibaÐac plhro-
forÐac   diaplhroforÐac (2.24). Sunep¸c, h amoibaÐa plhroforÐa metaxÔ thc phg c
plhroforÐac tou pompoÔ kai thc phg c plhroforÐac sto dèkth ekfr�zei th mèsh
plhroforÐa pou apokomÐzei o parathrht c gia to ti ekpèmpei o pompìc parathr¸-
ntac to dèkth. Profan¸c, ìso megalÔterh eÐnai h tim  thc diaplhroforÐac, tìso
kalÔterh eÐnai h met�dosh thc plhroforÐac apì ton pompì sto dèkth. To gegonìc
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autì, ìpwc ja doÔme se epìmeno kef�laio, to ekmetalleuìmaste gia na orÐsoume
th qwrhtikìthta enìc diaÔlou plhroforÐac.

2.8 ParadeÐgmata

1. JewroÔme mÐa duadik  phg  me dÔo sÔmbola to 0 kai to 1. H pijanìthta
ekpomp c tou 0 eÐnai Ðsh me 0.7. Na brejeÐ h plhroforÐa tou k�je sumbìlou
ekpomp c kaj¸c kai h entropÐa thc phg c.

H phg  èqei alf�bhto A = {0, 1} kai katanom  pijanot twn PA = {0.7, 0.3}.
Dhlad , oi pijanìthtec emf�nishc twn dÔo sumbìlwn eÐnai p(0) = 0.7 kai
p(1) = 0.3 (afoÔ p(0) + p(1) = 1). SÔmfwna me ton orismì thc exÐswshc
(2.5) h plhroforÐa tou k�je sumbìlou qwrist� ja eÐnai

I(0) = − log(p(0)) = − log(0.7) ' 0.515 bits,

I(1) = − log(p(1)) = − log(0.3) ' 1.737 bits.

H entropÐa thc phg c dÐnetai apì th sqèsh tou orismoÔ (2.6), opìte èqoume

H(A) = −p(0) log(p(0))− p(1) log(p(1)) '
' 0.7 · 0.515 + 0.3 · 1.737 = 0.8816 bits/symbol.

2. Pìsh plhroforÐa perièqetai ston arijmì kukloforÐac autokin tou thc mor-
f c GGGaaaa, ìpou G eÐnai kefalaÐo gr�mma kai a arijmìc? (JewroÔme el-
lhnikèc pinakÐdec kukloforÐac).

Wc gnwstì, stic ellhnikèc pinakÐdec kukloforÐac autokin twn qrhsimopoioÔ-
ntai ta 14 diejn  gr�mmata {A,B,E,Z,H,I,K,M,N,O,R,T,U,Q}. O tetray -
fioc arijmìc mporeÐ na p�rei 9000 dunatèc timèc (apì to 1000 mèqri kai to
9999). Up�rqoun loipìn 143 × 9000 = 24696000 pijanèc pinakÐdec. 'Ara, h
pijanìthta emf�nishc mÐac sugkekrimènhc pinakÐdac eÐnai Ðsh me 1/24696000
kai h plhroforÐa pou perièqei ja eÐnai Ðsh me − log(1/24696000) ' 24.56 bits.

3. JewroÔme mÐa duadik  phg  X me dÔo enallaktikèc katanomèc pijanot -
twn, PX = {0.3, 0.7} kai QX = {0.6, 0.4}. Na upologistoÔn oi apost�seic
Kullback-Leibler, H(X, PX/QX) kai H(X, QX/PX).

SÔmfwna me th sqèsh (2.11) èqoume

H(X, PX/QX) =
∑
i=1,2

pi log

(
pi

qi

)
=

= 0.3 log(0.3/0.6) + 0.7 log(0.7/0.4) ' 0.2651
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H(X, QX/PX) =
∑
i=1,2

qi log

(
qi

pi

)
=

= 0.6 log(0.6/0.3) + 0.4 log(0.4/0.7) ' 0.277

ParathroÔme ìti H(X, PX/QX) 6= H(X,QX/PX).

4. JewroÔme mia phg  X me N sÔmbola kai katanom  pijanot twn PX = {p1, p2,

. . . , pN}. Na apodeiqjeÐ ìti gia thn entropÐa isqÔei

H(p1, p2, p3, . . . , pN) = H(p1 + p2, p3, . . . , pN)+

+(p1 + p2)H(
p1

p1 + p2

,
p2

p1 + p2

).

Xekin¸ntac apì to dexiì mèloc thc isìthtac èqoume

H(p1 + p2, p3, . . . , pN) + (p1 + p2)H(
p1

p1 + p2

,
p2

p1 + p2

) =

= −(p1 + p2) log(p1 + p2)−
N∑

i=3

pi log(pi)+

+(p1 + p2)

[
− p1

p1 + p2

log(
p1

p1 + p2

)− p2

p1 + p2

log(
p2

p1 + p2

)

]
=

= −p1 log(p1 + p2)− p1 log(
p1

p1 + p2

)−

−p2 log(p1 + p2)− p2 log(
p2

p1 + p2

)−

−
N∑

i=3

pi log(pi) =

= −p1 log(p1)− p2 log(p2)−
N∑

i=3

pi log(pi) = H(p1, p2, p3, . . . , pN).

Antilamb�neste th shmasÐa thc sqèshc pou mìlic apodeÐxame?

5. JewroÔme dÔo duadikèc phgèc plhroforÐac X = {£,U} kai Y = {♦, ¤},
antÐstoiqa. DÐnontai oi timèc twn pijanot twn

p(£) = 0.2, p(♦) = 0.3, p(£,¤) = 0.15.

Na brejoÔn oi timèc thc entropÐac thc k�je phg c qwrist� kaj¸c kai thc sÔn-
jethc phg c XY . Tèloc, na upologistoÔn oi upì sunj kh entropÐec H(X/Y )

kai H(Y/X).

Arqik� upologÐzoume tic timèc ìlwn twn perijwriak¸n pijanot twn twn sum-
bìlwn twn dÔo phg¸n. Autèc prokÔptoun b�sei thc idiìthtac ìti to �jroisma
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twn pijanot twn ìlwn twn sumbìlwn miac phg c eÐnai Ðso me th mon�da. 'Ara,
èqoume

p(£) + p(U) = 1 ⇒ p(U) = 1− 0.2 ⇒ p(U) = 0.8,

p(♦) + p(¤) = 1 ⇒ p(¤) = 1− 0.3 ⇒ p(¤) = 0.7.

Sth sunèqeia, upologÐzoume tic apì koinoÔ pijanìthtec qrhsimopoi¸ntac tic
perijwriakèc. 'Eqoume,

p(£,¤) + p(£,♦) = p(£) ⇒ p(£, ♦) = 0.2− 0.15 ⇒ p(£,♦) = 0.05,

p(£,♦) + p(U, ♦) = p(♦) ⇒ p(U,♦) = 0.3− 0.05 ⇒ p(U,♦) = 0.25,

p(£,¤) + p(U,¤) = p(¤) ⇒ p(U, ¤) = 0.7− 0.15 ⇒ p(U,¤) = 0.55.

Oi parap�nw timèc twn koin¸n pijanot twn sunjètoun ton pÐnaka

PXY =

[
p(£,♦) p(£,¤)

p(U,♦) p(U,¤)

]
=

[
0.05 0.15

0.25 0.55

]
.

Ston parap�nw pÐnaka parathroÔme ìti ta ajroÐsmata kat� st lh   gramm 
dÐnoun tic perijwriakèc pijanìthtec twn sumbìlwn. Sth sunèqeia, mporoÔme
na upologÐsoume tic upì sunj kh pijanìthtec b�sei thc gnwst c sqèshc
p(a/b) = p(a, b)/p(b). Sunep¸c, oi upì sunj kh pijanìthtec eÐnai

p(£/♦) = p(£,♦)/p(♦) = 0.05/0.3 ' 0.1667,

p(£/¤) = p(£,¤)/p(¤) = 0.15/0.7 ' 0.2143,

p(U/♦) = p(U,♦)/p(♦) = 0.25/0.3 ' 0.8333,

p(U/¤) = p(U,¤)/p(¤) = 0.55/0.7 ' 0.7857,

p(♦/£) = p(£,♦)/p(£) = 0.05/0.2 = 0.25,

p(♦/U) = p(U,♦)/p(U) = 0.25/0.8 = 0.3125,

p(¤/£) = p(£,¤)/p(£) = 0.15/0.2 = 0.75,

p(¤/U) = p(U,¤)/p(U) = 0.55/0.8 = 0.6875.

Oi upì sunj kh pijanìthtec sunjètoun tou pÐnakec:

PX/Y =

[
p(£/♦) p(U/♦)

p(£/¤) p(U/¤)

]
'

[
0.1667 0.8333

0.2143 0.7857

]
,

PY/X =

[
p(♦/£) p(¤/£)

p(♦/U) p(¤/U)

]
=

[
0.25 0.75

0.3125 0.6875

]
.
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ParathroÔme ìti stouc dÔo parap�nw pÐnakec ta ajroÐsmata twn stoiqeÐwn
touc kat� gramm  eÐnai p�nta Ðsa me th mon�da.

H entropÐa k�je mÐac apl c phg c upologÐzetai sÔmfwna me th sqèsh (2.6)
wc ex c:

H(X) = −
∑

x∈{£,U}
p(x) log(p(x)) = −0.2 log(0.2)− 0.8 log(0.8) '

' 0.722 bits/symbol,

H(Y ) = −
∑

y∈{♦,¤}
p(x) log(p(x)) = −0.3 log(0.3)− 0.7 log(0.7) '

' 0.881 bits/symbol.

H entropÐa thc sÔnjethc phg c XY upologÐzetai apì th sqèsh thc sundeti-
k c entropÐac (2.14), dhlad 

H(XY ) = −
∑

x∈{£,U}

∑

y∈{♦,¤}
p(x, y) log(p(x, y)) =

= −0.05 log(0.05)− 0.15 log(0.15)− 0.25 log(0.25)− 0.55 log(0.55) '
' 1.601 bits/symbol.

ParathroÔme ìti, pr�gmati, isqÔei h tautoanisìthta H(XY ) ≤ H(X)+H(Y )

(1.601 < 0.722 + 0.881).

Tèloc, upologÐzoume tic upì sunj kh entropÐec efarmìzontac tic sqèseic
(2.20) kai (2.21).

H(X/Y ) = −
∑

x∈{£,U}

∑

y∈{♦,¤}
p(x, y) log(p(x/y)) =

= −0.05 log(0.1667)− 0.15 log(0.2143)− 0.25 log(0.8333)−
−0.55 log(0.7857) ' 0.720 bits/symbol,

H(Y/X) = −
∑

x∈{£,U}

∑

y∈{♦,¤}
p(x, y) log(p(y/x)) =

= −0.05 log(0.25)− 0.15 log(0.75)− 0.25 log(0.3125)−
−0.55 log(0.6875) ' 0.879 bits/symbol.

Fusik�, ja katal game sto Ðdio apotèlesma suntomìtera, qwrÐc na apaithjeÐ
o upologismìc twn upì sunj kh pijanot twn, an qrhsimopoioÔsame apeujeÐac
tic sqèseic (2.22) kai (2.23).
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6. Na upologisteÐ h diaplhroforÐa metaxÔ twn phg¸n X kai Y tou prohgoÔmenou
paradeÐgmatoc.

Apì ton orismì thc diaplhroforÐac (2.24) èqoume

I(X; Y ) = H(X)−H(X/Y ) ' 0.722− 0.720 = 0.002 bits/symbol,

  isodÔnama

I(X; Y ) = H(Y )−H(Y/X) ' 0.881− 0.879 = 0.002 bits/symbol.

2.9 Ask seic

1. Na brejeÐ h entropÐa enìc zarioÔ.

2. GnwrÐzoume apì th melèth thc istorÐac ìti o teleutaÐoc arqhgìc thc ful c
twn LilipoÔa eÐqe dÔo paidi�. Neìterec èreunec katèlhxan se dÔo sumper�-
smata:
A. O arqhgìc eÐqe mÐa kìrh kai èna gio.
B. O arqhgìc eÐqe mÐa kìrh kai èna megalÔtero gio.
Pìsh plhroforÐa ja l�boume me thn anakoÐnwsh mìno tou pr¸tou sumpe-
r�smatoc kai pìsh me thn anakoÐnwsh mìno tou deÔterou. Pìsh ja eÐnai h
plhroforÐa an anakoinwjoÔn kai ta dÔo sumper�smata mazÐ.

3. Okt¸ kÔrioi apofoÐthsan apì th Sqol  Kal¸n Teqn¸n th dekaetÐa tou 1960.
Xèroume ìti thn epoq  ekeÐnh gÐnontan mÐa mìno telet  apofoÐthshc k�je
qroni�. Pìsh plhroforÐa èqei to gegonìc ìti dÔo toul�qiston apì touc
okt¸ kurÐouc apofoÐthsan thn Ðdia qroni�?

4. Na upologistoÔn oi apost�seic Kullback-Leibler metaxÔ twn enallaktik¸n
katanom¸n pijanot twn P = {0.2, 0.3, 0.5} kai Q = {0.4, 0.5, 0.1}. IsqÔei h
antimetajetik  idiìthta (H(X,P/Q) = H(X, Q/P ))?

5. JewroÔme dÔo phgèc plhroforÐac thn X = {x1, x2} kai thn Y = {y1, y2}.
GnwrÐzoume tic timèc twn pijanot twn p(x1) = 0.25, p(y1/x1) = 0.2 kai
p(y1/x2) = 0.4. Na upologistoÔn: H entropÐa H(X), h entropÐa H(Y ), h
sundetik  entropÐa H(XY ) kai oi upì sunj kh entropÐec H(X/Y ), H(Y/X).

6. Na upologisteÐ h diaplhroforÐa twn dÔo phg¸n X kai Y thc prohgoÔmenhc
�skhshc.
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7. JewroÔme treic diakritèc phgèc plhroforÐac X, Y, Z me koinì alf�bhto {a1, a2,

. . . , aN} kai antÐstoiqec katanomèc pijanot twn Pk = {pk1, pk2, . . . , pkN},
k = X, Y, Z. An isqÔei λpXi + (1 − λ)pY i = pZi, i = 1, 2, . . . , N , na deiqjeÐ
ìti gia tic entropÐec twn phg¸n isqÔei: λH(X) + (1− λ)H(Y ) ≤ H(Z).
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Kef�laio 3

DÐauloc PlhroforÐac

'Opwc eÐnai gnwstì se èna sÔsthma epikoinwnÐac diakrÐnoume mÐa phg  plhroforÐac,
h opoÐa stèlnei dedomèna se èna dèkth. H metafor� twn dedomènwn apì thn phg 
proc to dèkth gÐnetai dia mèsou k�poiou fusikoÔ mèsou pou onom�zetai dÐauloc
plhroforÐac   kan�li plhroforÐac. 'Opwc faÐnetai sto sq ma 3.1, h phg 
plhroforÐac (X,PX) prosarmìzetai sthn eÐsodo tou diaÔlou plhroforÐac. Sth
sunèqeia, h arqik  phg  (X, PX) emfanÐzetai sthn èxodo tou diaÔlou wc mÐa nèa
phg  plhroforÐac (Y, PY ). H phg  (Y, PY ) eÐnai sthn ousÐa aut  pou telik� gÐnetai
antilhpt  apì to dèkth. Genik�, h phg  (Y, PY ) eÐnai diaforetik  apì thn (X, PX),
eÐte lìgw eggen¸n qarakthristik¸n thc dom c tou diaÔlou, eÐte lìgw thc epÐdrashc
tou perib�llontoc tou diaÔlou me th morf  jorÔbou.

����� � � � � 	 
��
 � � ��� ���

� � � � � � �

1 2

( , )
{ , ,..., }

X

N
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M
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y y y

! " # $�% & '

Sq ma 3.1: O dÐauloc plhroforÐac dèqetai sthn eÐsodì tou ta dedomèna miac ph-
g c plhroforÐac (X, PX) kai faÐnetai sthn èxodì tou wc mÐa nèa phg 
plhroforÐac (Y, PY ).
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3.1 PÐnakac DiaÔlou

Gia na perigr�youme th leitourgÐa tou diaÔlou plhroforÐac, dhlad  ton trìpo
met�doshc twn sumbìlwn apì thn eÐsodo sthn èxodì tou, qrhsimopoioÔme tic upì
sunj kh pijanìthtec twn sumbìlwn sthn èxodo tou diaÔlou, ìtan eÐnai gnwst� ta
sÔmbola sthn eÐsodì tou. An X = {x1, x2,. . . , xN} kai Y = {y1, y2,. . . , yM} eÐnai
ta alf�bhta sthn eÐsodo kai thn èxodo tou diaÔlou, antÐstoiqa, tìte o dÐauloc
perigr�fetai majhmatik� apì ton pÐnaka diaÔlou

PY/X =




p(y1/x1) p(y2/x1) · · · p(yM/x1)

p(y1/x2) p(y2/x2) · · · p(yM/x2)

· · · · · · · · · · · ·
p(y1/xN) p(y2/xN) · · · p(yM/xN)




.(3.1)

Dedomènou ìti oi phgèc plhroforÐac X kai Y èqoun sto alf�bhtì touc N kai M

sÔmbola antÐstoiqa, o pÐnakac tou diaÔlou PY/X ja èqei N grammèc kai M st -
lec. Genik� isqÔei ìti to pl joc twn sumbìlwn tou alfab tou thc phg c eisìdou
eÐnai diaforetikì apì autì thc phg c exìdou (N 6= M). Autì praktik� shmaÐnei
ìti mporeÐ perissìtera apì èna sÔmbola thc eisìdou na antistoiqÐzontai se èna
mìno sÔmbolo exìdou   kai antÐstrofa. Autì faÐnetai parastatik� me th qr sh
tou diagr�mmatoc diaÔlou (sq ma 3.2) pou perigr�fei th sÔndesh metaxÔ twn
sumbìlwn eisìdou kai exìdou. Gia par�deigma, ìtan sthn eÐsodo tou diaÔlou dio-
qeteujeÐ to sÔmbolo x1 tìte sthn èxodo mporeÐ na emfanisteÐ eÐte to y1 eÐte to y3.
Akìmh, ìtan sthn èxodo emfanisteÐ to sÔmbolo y3 tìte autì mporeÐ na pro lje eÐte
apì to sÔmbolo x1 eÐte apì to x3 sthn eÐsodo. To di�gramma enìc diaÔlou apote-
leÐ ènan enallaktikì trìpo perigraf c thc leitourgÐac enìc diaÔlou kai eÐnai pio
parastatikìc sugkritik� me ton pÐnaka diaÔlou PY/X . 'Omwc, ìpwc ja doÔme sth
sunèqeia, o pÐnakac diaÔlou eÐnai idiaÐtera qr simoc gia th majhmatik  perigraf 
kai montelopoÐhsh thc leitourgÐac tou diaÔlou.

An gr�youme tic katanomèc pijanot twn twn sumbìlwn sthn eÐsodo kai thn èxodo
tou diaÔlou me th morf  pin�kwn-gramm¸n, dhlad 

PX = [p(x1) p(x2) . . . p(xN)](3.2)

PY = [p(y1) p(y2) . . . p(yM)](3.3)

tìte eÔkola prokÔptei ìti h katanom  pijanot twn sthn èxodo ja dÐnetai apì to
ginìmeno tic katanom c pijanot twn sthn eÐsodo epÐ ton pÐnaka diaÔlou

(3.4) PY = PX · PY/X .
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Sq ma 3.2: Di�gramma tou diaÔlou.

H exÐswsh (3.4) faner¸nei pwc o pÐnakac diaÔlou elègqei th ro  plhroforÐac apì
thn eÐsodo sthn èxodo tou diaÔlou, afoÔ metasqhmatÐzei thn katanom  pijanot twn
twn sumbìlwn sthn eÐsodo sthn katanom  pijanot twn twn sumbìlwn sthn èxodo.

3.2 EntropÐa Sust matoc DiaÔlou

An gr�youme tic pijanìthtec twn sumbìlwn eisìdou me th morf  diag¸niou pÐnaka,
dhlad 

(3.5) DX =




p(x1) 0 · · · 0

0 p(x2) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · p(xN)




,

kai gnwrÐzoume ton pÐnaka diaÔlou PY/X , tìte oi apì koinoÔ pijanìthtec (sunde-
tik c pijanìthtec) twn sumbìlwn eisìdou-exìdou, pou gr�fontai me th morf  tou
pÐnaka PXY , dÐnontai apì th sqèsh:

PXY =




p(x1, y1) p(x1, y2) · · · p(x1, yM)

p(x2, y1) p(x2, y2) · · · p(x2, yM)

· · · · · · · · · · · ·
p(xN , y1) p(xN , y2) · · · p(xN , yM)




= DX · PY/X .(3.6)

Profan¸c, gnwrÐzontac ton pÐnaka PXY mporoÔme na upologÐsoume th sundetik 
entropÐa eisìdou-exìdou H(XY ), dhlad  th mèsh plhroforÐa an� zeÔgoc sumbìlwn
eisìdou-exìdou, efarmìzontac th sqèsh (2.14). H sundetik  entropÐa H(XY )

onom�zetai entropÐa sust matoc diaÔlou.
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3.3 Ro  PlhroforÐac sto DÐaulo

Genik�, ìtan gnwrÐzoume pio sÔmbolo, xi, dioqeteÔetai sthn eÐsodo tou diaÔlou den
eÐmaste bèbaioi gia to pio sÔmbolo, yj, ja emfanisteÐ sthn èxodo tou diaÔlou. Au-
t  h abebaiìthta eÐnai �rrhkta sundedemènh me tic upì sunj kh pijanìthtec kai ta
antÐstoiqa mètra plhroforÐac twn gegonìtwn emf�nishc enìc sumbìlou sthn èxodo
tou diaÔlou ìtan gnwrÐzoume pio sÔmbolo dioqeteÔjhke arqik� sthn eÐsodo. Sune-
p¸c, h upì sunj kh pijanìthta emf�nishc enìc sumbìlou sthn èxodo tou diaÔlou
dedomènou tou sumbìlou sthn eÐsodo (p(yj/xi)), kai kat� epèktash o pÐnakac tou
diaÔlou PY/X , perigr�fei thn abebaiìthta sthn eÐsodo tou diaÔlou gia thn èxodì
tou. AntÐstrofa, h abebaiìthta sthn èxodo tou diaÔlou gia thn eÐsodì mporeÐ na
perigrafeÐ me b�sh tic upì sunj kh pijanìthtec twn sumbìlwn eisìdou dedomènwn
twn sumbìlwn exìdou (p(xi/yj)), dhlad  sunolik� apì ton pÐnaka PX/Y .

3.3.1 EntropÐa jorÔbou

Ac jewr soume ènan parathrht  sthn èxodo tou diaÔlou, o opoÐoc lamb�nei sÔm-
bola thc phg c plhroforÐac (Y, PY ). Genik�, o parathrht c an kai parathreÐ ta
sÔmbola sthn èxodo tou diaÔlou den eÐnai se jèsh na gnwrÐzei poia sÔmbola eÐqan
arqik� eisaqjeÐ sthn eÐsodì tou. H mèsh plhroforÐa pou leÐpei apì ton parathrht 
sthn èxodo, gia na anagnwrÐsei me bebaiìthta ta sÔmbola eisìdou, ja eÐnai pro-
fan¸c Ðsh me thn upì sunj kh entropÐa H(X/Y ). An gia par�deigma h H(X/Y )

eÐnai Ðsh me mhdèn pou shmaÐnei ìti oi upì sunj kh pijanìthtec. p(xi/yj) eÐnai Ðsec
me èna   mhdèn, tìte o parathrht c lamb�nontac èna sÔmbolo yj ja eÐnai apolÔtwc
bèbaioc gia to poio sÔmbolo xi st�ljhke apì thn eÐsodo tou diaÔlou.

H mèsh èlleiyh plhroforÐac gia to sÔmbolo eisìdou gÐnetai antilhpt  apì ton
parathrht  sthn èxodo wc ap¸leia plhroforÐac, Ðshc me H(X/Y ) an� sÔmbolo,
kai ermhneÔetai wc apotèlesma thc parousÐac jorÔbou sto perib�llon tou diaÔ-
lou plhroforÐac. Gia to lìgo autì h upì sunj kh entropÐa H(X/Y ) onom�zetai
entropÐa jorÔbou.

3.3.2 EntropÐa diaÔlou

Sth sunèqeia, jewroÔme ènan parathrht  sthn eÐsodo tou diaÔlou, o opoÐoc blèpei
thn phg  plhroforÐac (X,PX). Genik�, an o parathrht c autìc blèpei ìti sthn
eÐsodo tou diaÔlou eis�getai to sÔmbolo xi, tìte den eÐnai apolÔtwc bèbaioc gia
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to poio ja eÐnai to sÔmbolo yj sthn èxodo tou diaÔlou. Gia ton parathrht  sthn
eÐsodo, h mèsh èlleiyh plhroforÐac an� sÔmbolo exìdou dedomènou tou sumbìlou
eisìdou eÐnai Ðsh me thn upì sunj kh entropÐa H(Y/X). O parathrht c apodÐdei
aut n thn èlleiyh plhroforÐac sthn �gnoi� tou gia th dom  kai th leitourgÐa tou
diaÔlou plhroforÐac. Gia to lìgo autì, h upì sunj kh entropÐa H(Y/X) ono-
m�zetai entropÐa diaÔlou. An o parathrht c sthn eÐsodo gn¸rize me apìluth
bebaiìthta poio sÔmbolo ja emfanisteÐ sthn èxodo tou diaÔlou gia k�je sÔmbolo
pou eis�getai sthn eÐsodo, tìte oi upì sunj kh pijanìthtec p(yj/xi) eÐnai Ðsec me
mhdèn   èna kai sunep¸c h entropÐa diaÔlou mhdenÐzetai (H(Y/X) = 0). Shmei¸ne-
tai, ìti h entropÐa diaÔlou H(Y/X) eÐnai diaforetik  apì thn entropÐa sust matoc
diaÔlou H(XY ) pou anafèrjhke kai prohgoÔmenh enìthta kai eÐnai sundetik  e-
ntropÐa.

Sth sunèqeia, ja deÐxoume pwc upologÐzetai h mèsh plhroforÐa sthn èxodo enìc
diaÔlou ìtan gnwrÐzoume thn entropÐa sthn eÐsodo kaj¸c kai tic entropÐec jorÔbou
kai diaÔlou.

Je¸rhma 3.1 (EntropÐa sthn 'Exodo enìc DiaÔlou).
An h eÐsodoc kai h èxodoc enìc diaÔlou perigr�fontai wc dÔo phgèc plhroforÐac
(X, PX) kai (Y, PY ), antÐstoiqa, tìte h entropÐa sthn èxodo tou diaÔlou dÐnetai apì
th sqèsh

(3.7) H(Y ) = H(X)−H(X/Y ) + H(Y/X).

Apìdeixh.

H(X)−H(X/Y ) + H(Y/X) = −
∑
x∈X

p(x) log(p(x))+

+
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log(p(x/y))−
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log(p(y/x)) =

= −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log(p(x))+

+
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log(p(x/y))−
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log(p(y/x)) =

= −
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log

(
p(x)p(y/x)

p(x/y)

)
= −

∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x, y) log(p(y)) =

= −
∑
y∈Y

p(y) log(p(y)) = H(Y )

¨
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3.4 Qwrhtikìthta DiaÔlou PlhroforÐac

'Opwc anafèrjhke sto prohgoÔmeno kef�laio h diaplhroforÐa metaxÔ dÔo phg¸n
plhroforÐac (X, PX) kai (Y, PY ) orÐzetai wc h diafor�

(3.8) I(X; Y ) = H(X)−H(X/Y ).

An upojèsoume ìti oi dÔo autèc phgèc (X,PX) kai (Y, PY ) perigr�foun thn eÐsodo
kai thn èxodo enìc diaÔlou, antÐstoiqa, tìte h diaplhroforÐa ja eÐnai Ðsh me thn
entropÐa sthn eÐsodo tou diaÔlou meÐon thn entropÐa tou jorÔbou sto perib�llon
tou. Enallaktik�, h diaplhroforÐa wc summetrik  sun�rthsh (blèpe sqèsh (2.25}
mporeÐ na grafeÐ wc h diafor� thc entropÐac sthn èxodo meÐon thn entropÐa diaÔlou

(3.9) I(X; Y ) = H(Y )−H(Y/X).

Orismìc 3.1. Qwrhtikìthta diaÔlou plhroforÐac C eÐnai to mègisto thc
diaplhroforÐac thc eisìdou X kai thc exìdou Y se perib�llon jorÔbou, dhlad 

(3.10) C = max
PX

{I(X; Y )}.

Apì ton parap�nw orismì thc qwrhtikìthtac diaÔlou prokÔptei ìti h qwrhtikì-
thta metr�tai se bits/symbol ìpwc kai h diaplhroforÐa kai megistopoieÐtai gia
sugkekrimènh katanom  pijanìthtac twn sumbìlwn eisìdou. Dhlad , me kat�llh-
lh katanom  twn pijanot twn twn sumbìlwn eisìdou mporeÐ na megistopoihjeÐ h
posìthta plhroforÐac pou dioqeteÔetai sto dÐaulo, opìte epitugq�netai h bèltisth
ekmet�lleush tou diaÔlou.

3.5 QarakthristikoÐ DÐauloi PlhroforÐac

Sth sunèqeia, parousi�zontai orismènoi qarakthristikoÐ dÐauloi plhroforÐac, gia
k�je ènan apì touc opoÐouc ja upologÐsoume th qwrhtikìthta. twn opoÐwn u-
pologÐzetai h qwrhtikìthta. Oi dÐauloi autoÐ mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn wc
stoiqei¸dh domik� stoiqeÐa gia thn perigraf  kai an�lush pio sÔnjetwn diaÔlwn
plhroforÐac.

3.5.1 Idanikìc dÐauloc

Ston idanikì dÐaulo plhroforÐac to pl joc twn sumbìlwn eÐnai to Ðdio gia thn
eÐsodo kai thn èxodo (N = M). EpÐshc, gia dedomèno sÔmbolo eisìdou   exìdou
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Sq ma 3.3: Di�gramma enìc idanikoÔ diaÔlou.

den up�rqei abebaiìthta gia to sÔmbolo exìdou   eisìdou, antÐstoiqa. Dhlad ,
ìlec oi upì sunj kh pijanìthtec p(xi/yj) kai p(yj/xi) ja eÐnai Ðsec me 0   èna.
Akìmh, autì shmaÐnei ìti an to sÔmbolo eisìdou xi antistoiqÐzetai sto sÔmbolo
exìdou yi, tìte oi pijanìthtec twn dÔo sumbìlwn eÐnai Ðsec (p(xi) = p(yi)) kai kat�
epèktash PX = PY . Sto sq ma 3.3 parousi�zetai èna par�deigma diagr�mmatoc
idanikoÔ diaÔlou.

AfoÔ ìpwc proanafèrame oi upì sunj kh pijanìthtec eÐnai mhdenikèc   Ðsec me èna,
prokÔptei ìti h entropÐa jorÔbou kai h entropÐa diaÔlou eÐnai mhdenikèc:

(3.11) H(X/Y ) = H(Y/X) = 0,

en¸ o pÐnakac diaÔlou ja eÐnai o monadiaÐoc, diast�sewn N ×N :

PY/X =




1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · 1




.(3.12)

Apì thn (3.11) prokÔptei ìti h diaplhroforÐa thc eisìdou kai thc exìdou ja eÐnai:

(3.13) I(X; Y ) = H(X) = H(Y ).

Tèloc, h qwrhtikìthta tou idanikoÔ diaÔlou ja eÐnai Ðsh me

(3.14) C = max
PX

{I(X; Y )} = max
PX

{H(X)} = max
PY

{H(Y )} = log(N).

Profan¸c, h kat�llhlh katanom  twn pijanot twn PX gia ta sÔmbola eisìdou
pou megistopoieÐ thn H(X) eÐnai h omoiìmorfh:

(3.15) PX = [1/N, 1/N, . . . , 1/N ].

3.5.2 DÐauloc qwrÐc ap¸leiec

Sto dÐaulo qwrÐc ap¸leiec k�je sÔmbolo eisìdou mporeÐ na antistoiqÐzetai se
perissìtera apì èna sÔmbola exìdou. 'Omwc, k�je sÔmbolo exìdou proèrqetai apì

JewrÐa thc PlhroforÐac 3-7 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

1 1

2

2 3

4

x y

y

x y

y

� �

�

� �

�

0.4

0.6

0.7
0.3

Sq ma 3.4: Di�gramma enìc diaÔlou qwrÐc ap¸leiec.

èna mìno sÔmbolo eisìdou, ìpwc faÐnetai sto sq ma 3.4. Profan¸c, autì shmaÐnei
ìti ta sÔmbola exìdou eÐnai perissìtera apì ta sÔmbola eisìdou (M > N). Akìmh,
gia dedomèno sÔmbolo sthn èxodo tou diaÔlou den up�rqei abebaiìthta gia to
antÐstoiqo sÔmbolo sthn eÐsodo. Dhlad , k�je upì sunj kh pijanìthta p(xi/yj)

ja eÐnai Ðsh me 0   1. Sunep¸c, gia thn entropÐa jorÔbou kai th diaplhroforÐa ja
isqÔoun

H(X/Y ) = 0,(3.16)

I(X; Y ) = H(X).(3.17)

Shmei¸netai ìti oi upì sunj kh pijanìthtec p(yj/xi) den eÐnai aparaÐthta Ðsec me 0
  1. Sugkekrimèna, o pÐnakac diaÔlou PY/X èqei mìno èna mh mhdenikì stoiqeÐo se
k�je st lh tou. Gia par�deigma, o pÐnakac tou diaÔlou sto sq ma 3.4 eÐnai Ðsoc
me:

[
p(y1/x1) p(y2/x1) p(y3/x1) p(y4/x1)

p(y1/x2) p(y2/x2) p(y3/x2) p(y4/x2)

]
=

[
0.4 0.6 0 0

0 0 0.7 0.3

]
.

Tèloc, h qwrhtikìthta tou diaÔlou qwrÐc ap¸leiec ja eÐnai:

(3.18) C = max
PX

{I(X; Y )} = max
PX

{H(X)} = log(N),

pou prokÔptei gia isopÐjana sÔmbola eisìdou

(3.19) PX = [1/N, 1/N, . . . , 1/N ].

3.5.3 Kajoristikìc dÐauloc

O kajoristikìc dÐauloc èqei ousiastik� tic antÐstrofec idiìthtec se sÔgkrish me
to dÐaulo qwrÐc ap¸leiec. Pr¸ta apì ìla, ta sÔmbola exìdou eÐnai genik� ligìtera
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Sq ma 3.5: Di�gramma enìc kajoristikoÔ diaÔlou.

apì ta sÔmbola eisìdou (M < N). H basik  idiìthta tou kajoristikoÔ diaÔlou
eÐnai ìti dedomènou tou sumbìlou sthn eÐsodo den up�rqei abebaiìthta gia to poio
sÔmbolo ja emfanisteÐ sthn èxodo. Dhlad , ìlec oi upì sunj kh pijanìthtec
p(yj/xi) ja eÐnai Ðsec eÐte me 0 eÐte me 1. Se aut n thn perÐptwsh ja èqoume

H(Y/X) = 0,(3.20)

I(X; Y ) = H(Y ).(3.21)

Epomènwc, h qwrhtikìthta tou kajoristikoÔ diaÔlou eÐnai:

(3.22) C = max
PX

{I(X; Y )} = max
PX

{H(Y )} = log(M),

pou prokÔptei gia isopÐjana sÔmbola eisìdou:

(3.23) PY = [1/M, 1/M, . . . , 1/M ].

H omoiìmorfh katanom  twn pijanot twn twn sumbìlwn sthn èxodo epitugq�netai
me ton kat�llhlo prosdiorismì thc katanom c pijanot twn twn sumbìlwn sthn
eÐsodo. Sto sq ma 3.5 parousi�zetai èna par�deigma diagr�mmatoc kajoristikoÔ
diaÔlou. O pÐnakac tou diaÔlou se autì to par�deigma eÐnai:




p(y1/x1) p(y2/x1)

p(y1/x2) p(y2/x2)

p(y1/x3) p(y2/x3)

p(y1/x4) p(y2/x4)

p(y1/x5) p(y2/x5)




=




1 0

1 0

0 1

0 1

0 1




.

Genik�, se k�je gramm  tou pÐnaka enìc kajoristikoÔ diaÔlou up�rqei èna mìno
mh mhdenikì stoiqeÐo Ðso p�nta me 1.
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Sq ma 3.6: Di�gramma enìc omoiìmorfou diaÔlou.

3.5.4 Omoiìmorfoc dÐauloc

Omoiìmorfoc onom�zetai ènac dÐauloc plhroforÐac ìtan ìlec oi grammèc kai ìlec oi
st lec tou pÐnaka diaÔlou prokÔptoun apì anadi�taxh twn stoiqeÐwn opoiasd pote
gramm c kai st lhc, antÐstoiqa. To di�gramma enìc omoiìmorfou diaÔlou faÐnetai
sto sq ma 3.6. O pÐnakac autoÔ tou diaÔlou eÐnai Ðsoc me:




p(y1/x1) p(y2/x1) p(y3/x1)

p(y1/x2) p(y2/x2) p(y3/x2)

p(y1/x3) p(y2/x3) p(y3/x3)


 =




0.2 0.3 0.5

0.3 0.5 0.2

0.5 0.2 0.3


 .

H entropÐa enìc omoiìmorfou diaÔlou ja eÐnai:

H(Y/X) = −
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(yj/xi)) =

= −
N∑

i=1

p(xi)
M∑

j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi)) =

= −
[

M∑
j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi))

][
N∑

i=1

p(xi)

]
=

= −
M∑

j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi)).(3.24)

H parap�nw an�lush basÐzetai sto gegonìc ìti to �jroisma

M∑
j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi))(3.25)
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eÐnai to Ðdio gia opoiad pote gramm  tou pÐnaka tou diaÔlou �ra anex�rthto tou
deÐkth i. ParathroÔme ìti h entropÐa tou omoiìmorfou diaÔlou eÐnai ousiastik�
anex�rthth thc katanom c pijanot twn twn sumbìlwn sthn eÐsodo.

H diaplhroforÐa tou omoiìmorfou diaÔlou eÐnai Ðsh me:

I(X; Y ) = H(Y )−H(Y/X) = H(Y ) +
M∑

j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi)).(3.26)

Sunep¸c, h qwrhtikìthta tou omoiìmorfou diaÔlou ja eÐnai Ðsh me th mègisth tim 
thc diaplhroforÐac dhlad :

C = log(M) +
M∑

j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi)).(3.27)

H mègisth aut  tim  thc diaplhroforÐac epitugq�netai me kat�llhlh epilog  thc
katanom c pijanot twn twn sumbìlwn eisìdou, ètsi ¸ste, h katanom  twn sumbì-
lwn exìdou na eÐnai omoiìmorfh:

(3.28) PY = [1/M, 1/M, . . . , 1/M ].

3.5.5 Summetrikìc duadikìc dÐauloc

'Enac qarakthristikìc omoiìmorfoc dÐauloc eÐnai o summetrikìc duadikìc. Se autìn
to dÐaulo èqoume dÔo sÔmbola eisìdou {0x, 1x} kai dÔo sÔmbola exìdou {0y, 1y}
(sq ma 3.7). Oi deÐktec x, y sta sÔmbola dhl¸noun ìti prìkeitai gia sÔmbola sthn
eÐsodo kai thn èxodo, antÐstoiqa. K�je sÔmbolo eisìdou ja antistoiqÐzetai swst�
sthn èxodo me pijanìthta p. Profan¸c, se aut n thn perÐptwsh, k�je sÔmbolo
eisìdou mporeÐ na antistoiqhjeÐ esfalmèna sthn èxodo tou diaÔlou me pijanìthta
1− p. Sunep¸c, o pÐnakac tou summetrikoÔ duadikoÔ diaÔlou ja eÐnai:

[
p(0y/0x) p(1y/0x)

p(0y/1x) p(1y/1x)

]
=

[
p 1− p

1− p p

]
.

Efarmìzontac, apeujeÐac th sqèsh (3.27) gia ton upologismì thc qwrhtikìthtac
omoiìmorfou diaÔlou prokÔptei ìti h qwrhtikìthta tou summetrikoÔ duadikoÔ diaÔ-
lou eÐnai Ðsh me:

C = log(2) + p log(p) + (1− p) log(1− p) = 1−Hb(p),(3.29)

ìpou Hb(p) eÐnai h sun�rthsh Shannon (2.13).
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Sq ma 3.7: Di�gramma summetrikoÔ duadikoÔ diaÔlou.
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Sq ma 3.8: Di�gramma S-diaÔlou.

3.5.6 Duadikìc dÐauloc ex�leiyhc - S-dÐauloc

O duadikìc dÐauloc ex�leiyhc pou faÐnetai sto sq ma 3.8 èqei dÔo sÔmbola eisìdou
{0x, 1x} kai trÐa sÔmbola exìdou {0y, 1y, e}. K�je èna apì ta sÔmbola eisìdou
antistoiqÐzetai swst� sthn èxodo me pijanìthta p. Sthn perÐptwsh esfalmènhc
antistoÐqishc emfanÐzetai sthn èxodo to sÔmbolo e. 'Etsi, an sthn èxodo tou
diaÔlou emfanisteÐ to sÔmbolo e (sÔmbolo l�jouc), o dèkthc antilamb�netai ìti to
sÔmbolo sthn eÐsodo metafr�sthke sthn èxodo esfalmèna, qwrÐc ìmwc na gnwrÐzei
poio apì ta dÔo sÔmbola {0x, 1x} ekpèmfhke arqik�. O pÐnakac tou diaÔlou paÐrnei
th morf 

[
p(0y/0x) p(e/0x) p(1y/0x)

p(0y/1x) p(e/0x) p(1y/1x)

]
=

[
p 1− p 0

0 1− p p

]
.

Me b�sh ta parap�nw, oi upì sunj kh pijanìthtec dedomènwn twn sumbìlwn sthn
èxodo ja eÐnai:

p(0x/0y) = 1, p(0x/1y) = 0,

p(1x/0y) = 0, p(1x/1y) = 1.

EpÐshc, oi koinèc pijanìthtec p(0x, 1y) kai p(1x, 0y) ja eÐnai Ðsec me mhdèn (p(0x, 1y) =

p(1x, 0y) = 0), en¸ h pijanìthta sf�lmatoc p(e) ja isoÔtai me:

p(e) = p(0x, e) + p(1x, e) = p(e/0x)p(0x) + p(e/1x)p(1x) =

= (1− p)p(0x) + (1− p)p(1x) = 1− p.
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Sunep¸c, h upì sunj kh entropÐa thc eisìdou dedomènhc thc exìdou ja eÐnai:

H(X/Y ) = −p(0x, e) log(p(0x/e))− p(1x, e) log(p(1x/e)) =

= −p(e/0x)p(0x) log

(
p(e/0x)p(0x)

p(e)

)

−p(e/1x)p(1x) log

(
p(e/1x)p(1x)

p(e)

)
=

= −(1− p)p(0x)

[
log(p(0x)) + log

(
1− p

p(e)

)]

−(1− p)p(1x)

[
log(p(1x)) + log

(
1− p

p(e)

)]
=

= (1− p)H(X).(3.30)

Telik�, gia th diaplhroforÐa eisìdou-exìdou tou diaÔlou ja èqoume:

I(X; Y ) = H(X)−H(X/Y ) = H(X)− (1− p)H(X) = pH(X),(3.31)

opìte, h qwrhtikìthta tou duadikoÔ diaÔlou ex�leiyhc ja eÐnai:

C = max
PX

{I(X; Y )} = p log(2) = p,(3.32)

pou prokÔptei gia isopÐjana sÔmbola eisìdou PX = {0.5, 0.5}.

3.6 AlusÐda DiaÔlwn PlhroforÐac

Sthn pr�xh, kat� th met�dosh thc plhroforÐac se èna sÔsthma epikoinwnÐac, h
plhroforÐa dioqeteÔetai stadiak� mèsa apì mÐa seir� diadoqik¸n diaÔlwn. Gia
par�deigma, kat� thn epikoinwnÐa dÔo upologist¸n ta dedomèna mporeÐ na �taxideÔ-
oun� diadoqik� mèsa apì ag¸gima kal¸dia, optikèc Ðnec, thn atmìsfaira (asÔrmatec
zeÔxeic), klp. Aut  h alusidwt  sÔndesh poll¸n diaÔlwn plhroforÐac onom�zetai
alusÐda diaÔlwn plhroforÐac. Profan¸c, aut  h sÔndesh uponoeÐ ìti h èxo-
doc k�je diaÔlou dioqeteÔetai wc eÐsodoc ston epìmeno dÐaulo. Gia par�deigma, h
perÐptwsh mÐac alusÐdac dÔo diaÔlwn faÐnetai sto sq ma 3.9, ìpou h phg  exìdou
(Y, PY ) tou diaÔlou 1 tautÐzetai me thn phg  eisìdou tou diaÔlou 2.

'Estw ìti h alusÐda diaÔlwn apoteleÐtai apì èna sÔnolo K aploÔsterwn diaÔlwn,
oi opoÐoi eÐnai sundedemènoi kat� aÔxousa seir� (1, 2, 3, . . . , K). JewroÔme ìti
gnwrÐzoume ton pÐnaka P (Yk/Xk) k�je enìc stoiqei¸douc diaÔlou o opoÐoc sumbo-
lÐzetai me to gr�mma k. H eÐsodoc tou diaÔlou k eÐnai h phg  Xk, en¸ h èxodìc
tou eÐnai h Yk. Profan¸c, h eÐsodoc Xk tou diaÔlou k tautÐzetai me thn èxodo
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Sq ma 3.9: AlusÐda dÔo diaÔlwn.

Yk−1 tou prohgoÔmenou diaÔlou (Xk ≡ Yk−1). EpÐshc, h èxodoc tou Yk tou diaÔ-
lou k tautÐzetai me thn eÐsodo Xk+1 tou epìmenou diaÔlou (Yk ≡ Xk+1). 'Opwc
èqoume  dh anafèrei, an gnwrÐsoume thn katanom  pijanot twn sthn eÐsodo PX kai
to pÐnaka enìc diaÔlou PY/X mporoÔme na upologÐsoume thn katanom  sthn èxodì
tou efarmìzontac th sqèsh (3.4) PY = PX · PY/X . Sunep¸c, sthn perÐptwsh thc
alusÐdac diaÔlwn h katanom  pijanot twn sthn èxodo thc alusÐda ja dÐnetai apì
to ginìmeno

PYK
= PX1 · PY1/X1 · PY2/X2 · · ·PYK/XK

= PX1 ·
K∏

k=1

PYk/Xk
.(3.33)

Apì th sqèsh (3.33) prokÔptei ìti o pÐnakac thc alusÐdac twn diaÔlwn ja eÐnai:

PYK/X1 =
K∏

k=1

PYk/Xk
.(3.34)

'Ena shmantikì gegonìc pou sqetÐzetai me th qwrhtikìthta mÐac alusÐda diaÔlwn
eÐnai ìti h qwrhtikìthta thc alusÐdac sto sÔnolì thc eÐnai mikrìterh apì th qw-
rhtikìthta k�je stoiqei¸douc diaÔlou pou metèqei sthn alusÐda, qwrist�. Ac
jewr soume gia par�deigma thn apl  perÐptwsh alusÐdac dÔo diaÔlwn, dhlad  thn
alusÐda tou sq matoc 3.9. MporoÔme na apodeÐxoume ìti h diaplhroforÐa I(X; Z)

eÐnai p�nta mikrìterh apì th diaplhroforÐa I(X; Y ), opìte kat� epèktash h qwrh-
tikìthta thc alusÐdac ja eÐnai mikrìterh apì aut n tou aploÔ diaÔlou.

Apìdeixh.

I(X; Y )− I(X; Z) = H(X)−H(X/Y )−H(X) + H(X/Z) =

= H(X/Z)−H(X/Y ) =

= −
N∑

i=1

L∑

l=1

p(xi, zl) log(p(xi/zl)) +
N∑

i=1

M∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj)) =
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= −
N∑

i=1

M∑
j=1

L∑

l=1

p(xi, yj, zl) log(p(xi/zl))

+
N∑

i=1

M∑
j=1

L∑

l=1

p(xi, yj, zl) log(p(xi/yj)) =

=
N∑

i=1

M∑
j=1

L∑

l=1

p(xi, yj, zl) log

(
p(xi/yj)

p(xi/zl)

)
.(3.35)

Oi dÔo aploÐ dÐauloi leitourgoÔn anex�rthta opìte isqÔei:

p(xi/yj, zl) = p(xi/yj).(3.36)

EpÐshc, gnwrÐzoume ìti

p(xi, yj, zl) = p(xi/yj, zl)p(yj, zl).(3.37)

Antikajist¸ntac tic (3.36) kai (3.37) sthn (3.35) èqoume

I(X; Y )− I(X; Z) =
M∑

j=1

L∑

l=1

p(yj, zl)

[
N∑

i=1

p(xi/yj, zl) log

(
p(xi/yj, zl)

p(xi/zl)

)]
.

(3.38)

Sthn parap�nw sqèsh to �jroisma entìc thc agkÔlhc eÐnai sthn ousÐa mÐa apìsta-
sh Kullback-Leibler, h opoÐa ìpwc èqoume  dh anafèrei eÐnai mh arnhtik . Sunep¸c,
h (3.38) ja eÐnai p�nta mh arnhtik ,

I(X; Y )− I(X; Z) ≥ 0,(3.39)

opìte kat� epèktash ja èqoume

max
PX

{I(X; Y )} −max
PX

{I(X; Z)} ≥ 0 ⇒

⇒ CX;Y ≥ CX;Z .(3.40)

Autì shmaÐnei ìti h qwrhtikìthta thc alusÐdac ja eÐnai mikrìterh apì th qwrhti-
kìthta k�je diaÔlou qwrist�.

¨
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3.7 Upologismìc thc Qwrhtikìthtac - Teqnik 

Muroga

Stic prohgoÔmenec enìthtec perigr�yame orismènouc qarakthristikoÔc dÐaulouc
plhroforÐac twn opoÐwn prosdiorÐsame, me sqetik  eukolÐa, th qwrhtikìthta. To
genikì prìblhma tou upologismoÔ thc qwrhtikìthtac enìc diaÔlou, ìtan mac dÐne-
tai o pÐnakac PY/X , eÐnai idiaÐtera dÔskolo kai empÐptei sthn perioq  thc jewrÐac
beltistopoÐhshc upì sunj kec.

Sto shmeÐo autì ja perigr�youme, qwrÐc apìdeixh, mÐa teqnik  upologismoÔ thc qw-
rhtikìthtac diaÔlou ìtan eÐnai gnwstìc o pÐnakac tou diaÔlou PY/X , kai jewr¸ntac
ìti ta alf�bhta eisìdou kai exìdou eÐnai is�rijma (N = M). H teqnik  me thn
opoÐa epitugq�netai o upologismìc onom�zetai teqnik  Muroga kai apoteleÐtai
apì dÔo basik� b mata.

1. Arqik� sunjètoume to sÔsthma N grammik¸n exis¸sewn:

p(y1/x1) · A1 + p(y2/x1) · A2 + · · ·+ p(yN/x1) · AN =

=
N∑

j=1

p(yj/x1) log(p(yj/x1))

p(y1/x2) · A1 + p(y2/x2) · A2 + · · ·+ p(yN/x2) · AN =

=
N∑

j=1

p(yj/x2) log(p(yj/x2))

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
p(y1/xN) · A1 + p(y2/xN) · A2 + · · ·+ p(yN/xN) · AN =

=
N∑

j=1

p(yj/xN) log(p(yj/xN))

to opoÐo epilÔetai me agn¸stouc tic metablhtèc A1, A2, . . . , AN .

2. Met� thn epÐlush tou parap�nw sust matoc exis¸sewn h qwrhtikìthta tou
diaÔlou upologÐzetai me b�sh th sqèsh:

C = log

(
N∑

i=1

2Ai

)
.(3.41)

Oi pijanìthtec twn sumbìlwn sthn èxodo pou odhgoÔn sth mègisth diaplhroforÐa
eisìdou-exìdou tou diaÔlou (qwrhtikìthta) dÐnontai apì tic sqèseic:

p(yj) = 2Aj−C , 1 ≤ j ≤ N.(3.42)

JewrÐa thc PlhroforÐac 3-16 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

Sth sunèqeia, h katanom  twn pijanot twn twn sumbìlwn sthn eÐsodo tou diaÔlou
pou odhgeÐ sthn pl rh ekmet�lleush thc qwrhtikìtht�c tou, ja dÐnetai apì thn
epÐlush tou sust matoc exis¸sewn

(3.43) PY = PX · PY/X ,

dedomènou ìti o pÐnakac tou diaÔlou PY/X eÐnai gnwstìc kai oi pijanìthtec sthn
èxodo èqoun upologisteÐ me b�sh th sqèsh (3.42).

3.8 ParadeÐgmata

1. An h pijanìthta sf�lmatoc kat� th met�dosh duadik¸n sumbìlwn eÐnai e =

0.1 na upologisteÐ h qwrhtikìthta tou summetrikoÔ duadikoÔ diaÔlou kai tou
duadikoÔ diaÔlou ex�leiyhc.

H pijanìthta orj c met�doshc twn duadik¸n sumbìlwn eÐnai p = 1 − 0.1 =

0.9.

Gia to summetrikì duadikì dÐaulo h qwrhtikìthta dÐnetai apì th sqèsh (3.29),
opìte

C = 1−Hb(p) = 1 + p log(p) + (1− p) log(1− p) =

1 + 0.9 log(0.9) + 0.1 log(0.1) ' 0.531 bits/symbol

Gia to duadikì dÐaulo ex�leiyhc h qwrhtikìthta dÐnetai apì th sqèsh (3.32),
opìte

C = p = 0.9 bits/symbol

2. JewroÔme omoiìmorfo dÐaulo plhroforÐac tou opoÐou o pÐnakac eÐnai Ðsoc me:

PY/X =




0.2 0.5 0.3

0.5 0.3 0.2

0.3 0.2 0.5


 .

Na upologisteÐ h qwrhtikìthta tou diaÔlou.

H qwrhtikìthta tou omoiìmorfou diaÔlou dÐnetai apì th sqèsh (3.27), opìte

C = log(M) +
M∑

j=1

p(yj/xi) log(p(yj/xi)) =

= log(3) + 0.2 log(0.2) + 0.3 log(0.3) + 0.5 log(0.5) '
' 0.099 bits/symbol

JewrÐa thc PlhroforÐac 3-17 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

3. O pÐnakac twn sundetik¸n pijanot twn twn sumbìlwn eisìdou-exìdou enìc
upojetikoÔ diaÔlou plhroforÐac eÐnai:

PXY =




0.25 0 0.1

0 0.3 0.05

0.1 0.05 0

0 0 0.15




.

Na upologistoÔn: h entropÐa eisìdou H(X), h entropÐa exìdou H(Y ), o
pÐnakac tou diaÔlou PY/X , h entropÐa diaÔlou H(Y/X) kai h entropÐa jorÔbou
H(X/Y ).

Gia na upologÐsoume tic entropÐec sthn eÐsodo kai thn èxodo tou diaÔlou ja
prèpei na gnwrÐzoume tic pijanìthtec emf�nishc twn sumbìlwn eisìdou kai
exìdou, antÐstoiqa. Oi pijanìthtec autèc eÐnai dunatì na brejoÔn apì ton
pÐnaka sundetik¸n pijanot twn wc ex c:

p(x1) =
3∑

j=1

p(x1, yj) = 0.25 + 0 + 0.1 = 0.35

p(x2) =
3∑

j=1

p(x2, yj) = 0 + 0.3 + 0.05 = 0.35

p(x3) =
3∑

j=1

p(x3, yj) = 0.1 + 0.05 + 0 = 0.15

p(x4) =
3∑

j=1

p(x4, yj) = 0 + 0 + 0.15 = 0.15

p(y1) =
4∑

i=1

p(xi, y1) = 0.25 + 0 + 0.1 + 0 = 0.35

p(y2) =
4∑

i=1

p(xi, y2) = 0 + 0.3 + 0.05 + 0 = 0.35

p(y3) =
4∑

i=1

p(xi, y3) = 0.1 + 0.05 + 0 + 0.15 = 0.3

H entropÐa eisìdou ja eÐnai:

H(X) = −
4∑

i=1

p(xi) log(p(xi)) = 1.881 bits/symbol.

OmoÐwc, h entropÐa exìdou upologÐzetai wc:

H(Y ) = −
3∑

j=1

p(yj) log(p(yj)) = 1.581 bits/symbol.
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Gia na sunjèsoume ton pÐnaka tou diaÔlou PY/X upologÐzoume tic upì sun-
j kh pijanìthtec p(yj/xi) = p(yj, xi)/p(xi). 'Etsi, èqoume

PY/X =




0.25/0.35 0 0.1/0.35

0 0.3/0.35 0.05/0.35

0.1/0.15 0.05/0.15 0

0 0 0.15/0.15




=




5/7 0 2/7

0 6/7 1/7

2/3 1/3 0

0 0 1




.

H entropÐa tou diaÔlou H(Y/X) upologÐzetai wc ex c:

H(Y/X) = −
4∑

i=1

3∑
j=1

p(xi, yj) log(p(yj/xi)) = 0.6469 bits/symbol.

Tèloc, gia thn entropÐa tou jorÔbou H(X/Y ) èqoume:

H(X/Y ) = −
4∑

i=1

3∑
j=1

p(xi, yj) log(p(xi/yj)) =

= −
4∑

i=1

3∑
j=1

p(xi, yj) log(
p(xi, yj)

p(yj)
) = 0.947 bits/symbol.

4. Na upologistoÔn oi qwrhtikìthtec twn diaÔlwn pou perigr�fontai apì touc
parak�tw pÐnakec diaÔlwn (PY/X):

P (1) =

[
0.75 0.25 0

0 0.25 0.75

]
, P (2) =




1 0

1 0

0 1


 , P (3) =

[
0.6 0.4

0.4 0.6

]
.

An oi treic dÐauloi sundejoÔn se seir� me pr¸to ton P (1) kai teleutaÐo ton
P (3), na brejeÐ o pÐnakac diaÔlou thc alusÐdac twn diaÔlwn kaj¸c kai h
qwrhtikìthta thc alusÐdac.

ParathroÔme ìti o pÐnakac tou pr¸tou diaÔlou P (1) èqei th morf 
[

p 1− p 0

0 1− p p

]

ìpou p = 0.75. Sunep¸c, prìkeitai gia duadikì dÐaulo ex�leiyhc, tou opoÐou
h qwrhtikìthta dÐnetai apì th sqèsh (3.32). 'Ara h qwrhtikìthta tou pr¸tou
diaÔlou ja eÐnai

C1 = p = 0.75 bits/symbol.

Apì ton pÐnaka tou deÔterou diaÔlou prokÔptei ìti prìkeitai gia kajoristikì
dÐaulo, tou opoÐou h qwrhtikìthta dÐnetai apì thn (3.22)

C2 = log(M) = log(2) = 1 bit/symbol.
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Tèloc, o pÐnakac tou trÐtou diaÔlou èqei th morf 
[

p 1− p

1− p p

]
.

'Ara prìkeitai gia summetrikì duadikì dÐaulo, ìpou p = 0.6. SÔmfwna me th
sqèsh (3.29), h qwrhtikìthta tou diaÔlou ja eÐnai

C3 = 1−Hb(p) = 1 + 0.6 log(0.6) + 0.4 log(0.4) = 0.029 bits/symbol.

An oi treic dÐauloi sundejoÔn dhmiourg¸ntac mÐa alusÐda diaÔlwn, tìte o pÐ-
nakac P thc alusÐdac ja dÐnetai apì to ginìmeno twn tri¸n pin�kwn, sÔmfwna
me th sqèsh (3.34), dhlad 

P = P (1) · P (2) · P (3) =

=

[
0.75 0.25 0

0 0.25 0.75

]
·




1 0

1 0

0 1


 ·

[
0.6 0.4

0.4 0.6

]
=

=

[
0.6 0.4

0.45 0.55

]
.

Gia na upologÐsoume th qwrhtikìthta thc alusÐdac twn tri¸n diaÔlwn ja
efarmìsoume thn teqnik  Muroga. Arqik�, sqhmatÐzoume to sÔsthma twn
dÔo exis¸sewn me dÔo agn¸stouc

0.6 · A1 + 0.4 · A2 = 0.6 log(0.6) + 0.4 log(0.4) = −0.9710

0.45 · A1 + 0.55 · A2 = 0.45 log(0.45) + 0.55 log(0.55) = −0.9928

Apì thn epÐlush tou parap�nw sust matoc prokÔptoun

A1 = −0.912866, A2 = −1.058199.

Telik�, sÔmfwna me thn teqnik  Muroga, h qwrhtikìthta thc alusÐdac ja
dÐnetai apì th sqèsh (3.41), dhlad 

C = log

(
N∑

i=1

2Ai

)
= log(2−0.912866 + 2−1.058199) =

0.0163 bits/symbol.

ParathroÔme ìti h qwrhtikìthta thc alusÐdac twn tri¸n diaÔlwn eÐnai mikrì-
terh apì th qwrhtikìthta k�je diaÔlou qwrist�, ìpwc �llwste problèpei
kai h jewrÐa.
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3.9 Ask seic

1. Na upologisteÐ h qwrhtikìthta tou diaÔlou plhroforÐac me pÐnaka diaÔlou

PY/X =




p 1− p 0 0

1− p p 0 0

0 0 p 1− p

0 0 1− p p




.

2. O pÐnakac twn sundetik¸n pijanot twn twn sumbìlwn eisìdou-exìdou enìc
upojetikoÔ diaÔlou plhroforÐac eÐnai:

PXY =




0.2 0 0.1 0

0 0.3 0.05 0

0.1 0.05 0 0.2


 .

Na upologistoÔn: h entropÐa eisìdou H(X), h entropÐa exìdou H(Y ), o pÐ-
nakac tou diaÔlou PY/X , h entropÐa diaÔlou H(Y/X) kai h entropÐa jorÔbou
H(X/Y ).

3. Na upologisteÐ h qwrhtikìthta tou diaÔlou plhroforÐac me pÐnaka diaÔlou

PY/X =




3/4 1/4 0

1/8 3/4 1/8

1/4 0 3/4


 .

4. Ta sÔmbola miac duadik c phg c plhroforÐac me alf�bhto X = {x1, x2} kai
katanom  pijanot twn PX = {0.75, 0.25} eis�gontai se dÐaulo plhroforÐac
me pÐnaka diaÔlou

PY/X =

[
2/3 1/3

1/3 2/3

]
.

Na upologisteÐ h diaplhroforÐa eisìdou-exìdou kaj¸c kai h qwrhtikìthta
to diaÔlou. Na aitiologhjeÐ h diafor� metaxÔ twn tim¸n twn dÔo megej¸n.
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Kef�laio 4

KwdikopoÐhsh Phg c

Sto sÔsthma epikoinwnÐac, ìpwc autì perigr�fetai apì th jewrÐa thc plhroforÐac,
an�mesa ston pompì kai to dÐaulo plhroforÐac paremb�lletai o kwdikopoiht c.
'Ergo tou kwdikopoiht  eÐnai na antikatast sei ta sÔmbola plhroforÐac pou pa-
r�gontai apì thn phg  me enallaktik� sÔmbola   lèxeic. Oi lìgoi gia touc opoÐouc
apaiteÐtai h parousÐa tou kwdikopoiht  poikÐlloun. Endeiktik� anafèroume touc
parak�tw

• SumpÐesh. Kat� th sumpÐesh o kwdikopoiht c antikatajist� ta sÔmbola
thc phg c me nèa sÔmbola me telikì stìqo th meÐwsh tou sunolikoÔ m kouc
tou mhnÔmatoc plhroforÐac pou ja dioqeteujeÐ sto dÐaulo. Fusik�, h ìlh
diadikasÐa basÐzetai sthn proôpìjesh ìti sto arqikì m numa plhroforÐac
up�rqoun pleonasmoÐ. Profan¸c, me th meÐwsh tou m kouc tou mhnÔmatoc
gÐnetai exoikonìmhsh tou q¸rou apoj keushc tou mhnÔmatoc kai mei¸netai o
qrìnoc pou apaiteÐtai gia thn apostol  tou.

• AnÐqneush kai Diìrjwsh Sfalm�twn. MÐa p�gia teqnik  gia thn antimet¸-
pish twn sunepei¸n tou jorÔbou, o opoÐoc up�rqei kat� m koc tou diaÔlou,
eÐnai h apostol  apì ton pompì pleon�zousac plhroforÐac me th morf  pe-
rÐsseiac sumbìlwn. Ta sÔmbola aut� epitrèpoun thn anÐqneush sfalm�twn,
ìtan to m numa ft�sei sto dèkth. Akìmh, up�rqoun k¸dikec pou epitrèpoun
ektìc apì thn anÐqneush twn sfalm�twn kai th diìrjws  touc. Sthn pr�xh,
o kwdikopoiht c antikajist� ta sÔmbola thc phg c me lèxeic megalÔterou
m kouc, apì to arqik¸c apaitoÔmeno, prosjètontac sÔmbola elègqou. EÐnai
fanerì ìti h kwdikopoÐhsh pou stoqeÔei sthn anÐqneush kai diìrjwsh sfal-
m�twn èqei antÐjeth arq  leitourgÐac apì thn kwdikopoÐhsh pou stoqeÔei sth
sumpÐesh.
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• Asf�leia. 'Otan o kwdikopoiht c antistoiqeÐ ta sÔmbola thc phg c me èna
sÔnolo lèxewn kai h antistoÐqish aut  eÐnai gnwst  mìno ston pompì kai to
dèkth, eÐnai dunatì na apofeuqjeÐ h upoklop  kai katanìhsh tou mhnÔmatoc
apì trÐtouc.

• Bèltisth Ekmet�lleush tou DiaÔlou. Up�rqei perÐptwsh o dÐauloc lìgw
twn teqnik¸n tou qarakthristik¸n na mh mporeÐ na metafèrei thn plhroforÐa
me th morf  pou èqoun ta sÔmbola pou par�gontai apì thn phg . Se aut 
thn perÐptwsh o kwdikopoiht c metafr�zei to arqikì m numa qrhsimopoi¸ntac
sÔmbola pou eÐnai dunatì na dioqeteujoÔn me �eukolÐa� sto dÐaulo.

• Sumbatìthta. Sthn perÐptwsh pou o dèkthc de gnwrÐzei   den antilamb�netai
ta sÔmbola pou qrhsimopoieÐ o pompìc apaiteÐtai h qr sh enìc alfab tou epi-
koinwnÐac pou eÐnai antilhptì kai apì touc dÔo. To koinì autì alf�bhto pou
epitrèpei th sumbatìthta pompoÔ-dèkth parèqetai apì ton kwdikopoiht  me
th diadikasÐa thc kwdikopoÐhshc twn mhnum�twn tou pompoÔ. Sth sunèqeia,
o apokwdikopoiht c metatrèpei tic lèxeic tou koinoÔ alfab tou se sÔmbola
antilhpt� apì to dèkth.

4.1 OrismoÐ

Orismìc 4.1. KwdikopoÐhsh eÐnai h antikat�stash sumbìlwn   om�dwn sumbì-
lwn plhroforÐac me nèa enallaktik� sÔmbola   om�dec sumbìlwn.

Orismìc 4.2. K¸dikac eÐnai o algìrijmoc me ton opoÐo pragmatopoieÐtai h kwdi-
kopoÐhsh, dhlad , h antikat�stash sumbìlwn apì nèa sÔmbola.

Orismìc 4.3. Ta nèa diakekrimèna sÔmbola w1, w2, . . . , wM pou prokÔptoun kat�
th diadikasÐa thc kwdikopoÐhshc onom�zontai kwdik� sÔmbola. To pl joc touc
M mporeÐ na eÐnai peperasmèno   �peiro.

Orismìc 4.4. To sÔnolo W = {w1, w2, . . . , wM} ìlwn twn kwdik¸n sumbìlwn
onom�zetai alf�bhto kwdikopoÐhshc.

Orismìc 4.5. O k¸dikac pou èqei M kwdik� sÔmbola onom�zetai M-adikìc k¸-
dikac.

Profan¸c, oi lèxeic kai ta mhnÔmata sunjètontai apì sÔmbola pou an koun eÐte sto
alf�bhto thc phg c (lèxeic kai mhnÔmata phg c) eÐte sto alf�bhto kwdikopoÐhshc
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(kwdikèc lèxeic kai kwdik� mhnÔmata) qwrÐc na epitrèpetai h an�meixh twn dÔo
alfab twn.

Qarakthristikì par�deigma kwdikopoÐhshc eÐnai h apeikìnish twn gramm�twn thc
alfab tou se kwdikèc lèxeic pou sqhmatÐzontai apì teleÐec, paÔlec, kai ken� dia-
st mata. Dhlad , h gnwst  se ìlouc kwdikopoÐhsh Morse. Sthn perÐptwsh thc
kwdikopoÐhshc Morse to alf�bhto thc phg c eÐnai to sÔnolo twn ellhnik¸n   la-
tinik¸n qarakt rwn (X = {A, B, C, . . . , Z}), en¸ to alf�bhto kwdikopoÐhshc eÐnai
to sÔnolo W = {·,−, �kenì�}.

Sto kef�laio autì ja mac apasqol sei h kwdikopoÐhsh pou stoqeÔei sth sumpÐesh
thc plhroforÐac. Sugkekrimèna, ja anazht soume ekeÐna ta krit ria anapar�sta-
shc thc plhroforÐac mÐa phg c pou epitrèpoun th qr sh kwdÐkwn, oi opoÐoi odhgoÔn
se sÔntomh katagraf  thc plhroforÐac.

4.2 Taxinìmhsh twn KwdÐkwn

An to alf�bhto thc phg c kai thc kwdikopoÐhshc eÐnai antÐstoiqa X = {x1, x2,

. . . , xN} kai W = {w1, w2, . . . , wM}, tìte h diadikasÐa thc kwdikopoÐhshc mporeÐ
na perigrafeÐ majhmatik� wc h apeikìnish C tou alfab tou thc phg c X se mÐa
ènwsh U∗ kartesian¸n ginomènwn tou alfab tou thc kwdikopoÐhshc, dhlad 

X
C7−→ U∗ =

R⋃
r=1

W r =
R⋃

r=1

W ×W × · · · ×W︸ ︷︷ ︸
r

.(4.1)

Shmei¸noume ìti to kartesianì ginìmeno W r eÐnai sthn ousÐa to sÔnolo twn kw-
dik¸n lèxewn pou sqhmatÐzontai apì r sÔmbola tou alfab tou kwdikopoÐhshc.
Gia par�deigma, an to alf�bhto thc kwdikopoÐhshc eÐnai to W = {¦, ◦} tìte to
kartesianì ginìmeno W 2 eÐnai sthn ousÐa to sÔnolo twn kwdik¸n lèxewn W 2 =

{¦¦, ¦◦, ◦¦, ◦◦}. EpÐshc, den eÐnai aparaÐthto o k¸dikac C na kalÔptei ìlo to sÔn-
olo U∗. Dhlad , den eÐnai aparaÐthto k�je stoiqeÐo tou U∗ na eÐnai eikìna k�poiou
sumbìlou thc phg c. Sthn pr�xh, oi kwdikèc lèxeic pou qrhsimopoieÐ o k¸dikac
an koun se èna uposÔnolo U tou sunìlou U∗ (U ⊆ U∗).

Sthn perÐptwsh tou k¸dika Morse gia thn kwdikopoÐhsh tou latinikoÔ alfab tou
èqoume ta parak�tw:

• To alf�bhto thc phg c eÐnai to sÔnolo twn 26 gramm�twn tou latinikoÔ
alfab tou (N = 26).
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• To alf�bhto thc kwdikopoÐhshc apoteleÐtai apì trÐa kwdik� sÔmbola (M =

3) kai eÐnai to W = {·,−, �kenì�}.

• Ta gr�mmata tou latinikoÔ alfab tou antistoiqÐzontai se kwdikèc lèxeic pou
èqoun mègisto m koc 5 sÔmbola (mazÐ me to kenì pou brÐsketai sto tèloc k�je
lèxhc), ìpwc faÐnetai ston pÐnaka 4.1.

PÐnakac 4.1: O k¸dikac Morse.
A ·− J ·−−− S ···
B −··· K −·− T −
C −·−· L ·−·· U ··−
D −·· M −− V ···−
E · N −· W ·−−
F ··−· O −−− X −··−
G −−· P ·−−· Y −·−−
H ···· Q −−·− Z −−··
I ·· R ·−·

Sunep¸c oi kwdikèc lèxeic tou k¸dika Morse an koun sto sÔnolo

U∗ =
5⋃

r=1

W r,

qwrÐc ìmwc ìla ta stoiqeÐa tou sunìlou U∗ na eÐnai kwdikèc lèxeic. Praktik�,
oi kwdikèc lèxeic sunjètoun to sÔnolo U ⊆ U∗

EÐnai profanèc ìti h apokwdikopoÐhsh perigr�fetai wc h antÐstrofh apeikìnish C ′

apì to sÔnolo twn kwdik¸n lèxewn sto alf�bhto thc phg c, dhlad 

U
C′7−→ X.(4.2)

4.2.1 Taxinìmhsh me krit rio tic ap¸leiec

Oi algìrijmoi kwdikopoÐhshc qwrÐzontai se dÔo kathgorÐec an�loga me th duna-
tìthta pl rouc   merik c an�kthshc tou arqikoÔ mhnÔmatoc, ìtan mac dÐnetai to
kwdikì m numa. An h apeikìnish C pou perigr�fei th diadikasÐa kwdikopoÐhshc
eÐnai èna proc èna, dhlad  diaforetik� sÔmbola tou alfab tou thc phg c antistoi-
qÐzontai se diaforetikèc kwdikèc lèxeic, tìte eÐnai fanerì ìti h apeikìnish C ′ pou
perigr�fei th diadikasÐa apokwdikopoÐhshc ja eÐnai h C−1, dhlad  h antÐstrofh
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thc C. 1 Se aut n thn perÐptwsh, an to arqikì m numa kwdikopoihjeÐ, kai sth
sunèqeia to kwdikì m numa pou proèkuye apokwdikopoihjeÐ, ja katal goume sto
arqikì m numa, qwrÐc kamÐa diafor� �ra ap¸leia. Oi k¸dikec pou ikanopoioÔn
aut n thn idiìthta lègontai k¸dikec qwrÐc ap¸leiec. Qarakthristikì par�dei-
gma k¸dika qwrÐc ap¸leiec eÐnai h kwdikopoÐhsh twn kefalaÐwn gramm�twn tou
latinikoÔ alfab tou me ton k¸dika Morse.

Antijètwc, an h kwdikopoÐhsh gÐnetai me mÐa apeikìnish poll¸n se èna, mporeÐ na
prokÔyei h perÐptwsh èna kwdikì m numa na apodojeÐ kat� thn apokwdikopoÐhsh
se m numa pou diafèrei apì to arqikì. 'Etsi, èqoume ap¸leia thc plhroforÐac pou
perièqetai sto arqikì m numa. Qarakthristikì par�deigma enìc tètoiou k¸dika
me ap¸leiec eÐnai eÐnai h kwdikopoÐhsh mÐac ègqrwmhc eikìnac se mÐa antÐstoiqh
diabajmÐsewn tou gkri.

Sta plaÐsia autoÔ tou kefalaÐou, ja asqolhjoÔme me thn kwdikopoÐhsh qwrÐc
ap¸leiec.

4.2.2 Taxinìmhsh me krit rio to m koc twn kwdik¸n lèxewn

An�loga me to m koc twn kwdik¸n lèxewn oi k¸dikec diakrÐnontai se stajeroÔ
m kouc kai metablhtoÔ m kouc.

Stouc k¸dikec stajeroÔ m kouc to m koc twn kwdik¸n lèxewn eÐnai stajerì gia
k�je sÔmbolo thc phg c. 'Enac k¸dikac stajeroÔ m kouc eÐnai o k¸dikac ASCII-7

ìpou k�je qarakt rac kwdikopoieÐtai me mia akoloujÐa 7 duadik¸n yhfÐwn.

Sthn perÐptwsh thc sumpÐeshc, to endiafèron esti�zetai se k¸dikec me metablh-
tì m koc. Ta sÔmbola thc phg c pou èqoun megalÔterh pijanìthta emf�nishc
antistoiqÐzontai se mikrìterec kwdikèc lèxeic kai antistrìfwc. Me autìn ton trì-
po to sunolikì m koc tou kwdikoÔ mhnÔmatoc mporeÐ na prokÔyei mikrìtero apì to
arqikì m numa. O k¸dikac Morse eÐnai metablhtoÔ m kouc. Blèpoume ston pÐnaka
4.1 ìti to gr�mma E pou eÐnai to pio sÔnhjec sthn agglik  gl¸ssa antistoiqÐ-
zetai sth mikrìterh kwdik  lèxh. Antijètwc to gr�mma Q pou eÐnai pio sp�nio
kwdikopoieÐtai me megalÔterh lèxh.

1Fusik�, upojètoume ìti to pedÐo orismoÔ thc C ′ eÐnai to sÔnolo U twn kwdik¸n lèxewn, stic
opoÐec apeikonÐzontai ta sÔmbola thc phg c (U = C(X) ⊆ U∗).
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4.2.3 Taxinìmhsh me krit rio th metabol  thc
antistoÐqishc

An�loga me to an oi kanìnec antistoÐqishc twn sumbìlwn thc phg c se kwdikèc
lèxeic metab�llontai   ìqi kat� th di�rkeia thc kwdikopoÐhshc, oi k¸dikec diakrÐ-
nontai se domikoÔc kai suneliktikoÔc.

Se èna domikì k¸dika h antistoiqÐa sumbìlwn phg c se kwdikèc lèxeic eÐnai pro-
kajorismènh kai amet�blhth kajìlh th di�rkeia thc kwdikopoÐhshc. 'Etsi, k�je
sÔmbolo tou alfab tou thc phg c kwdikopoieÐtai p�nta me thn Ðdia kwdik  lèxh. H
upìjesh sthn opoÐa basÐzontai oi domikoÐ k¸dikec eÐnai ìti ta statistik� qarakth-
ristik� twn sumbìlwn pou par�gei mÐa phg  eÐnai stajer� kai dedomèna se ìlo to
m koc tou arqikoÔ mhnÔmatoc. 'Etsi, an gnwrÐzoume tic pijanìthtec emf�nishc twn
sumbìlwn mporoÔme na sqedi�soume èna bèltisto k¸dika sumpÐeshc basizìmenoi
stic arq  ìti ta pijanìtera sÔmbola prèpei na antistoiqoÔn se mikrìterec kwdikèc
lèxeic. Endeiktik� anafèroume touc domikoÔc k¸dikec Shannon, Shannon-Fano kai
Huffman.

Antijèta, se èna suneliktikì k¸dika h antistoiqÐa sumbìlwn phg c se kwdikèc
lèxeic metab�lletai me to qrìno. MÐa tètoia prosèggish sthrÐzetai sthn upìjesh
ìti de gnwrÐzoume ek twn protèrwn tic pijanìthtec emf�nishc twn sumbìlwn  
ìti ta statistik� qarakthristik� thc phg c metab�llontai shmantik� me to qrìno.
'Etsi, to m koc twn kwdik¸n lèxewn metab�lletai diark¸c lamb�nontac upìyh ta
sÔmbola phg c pou emfanÐsthkan prohgoumènwc   pou anamènoume na emfanistoÔn
sto �meso mèllon. EÐnai fanerì ìti oi suneliktikoÐ k¸dikec eÐnai pio polÔplokoi
sthn ulopoÐhs  touc. 'Omwc, eÐnai idiaÐtera diadedomènoi lìgw thc shmantik c
sumpÐeshc pou epitugq�noun. 'Iswc o pio gnwstìc suneliktikìc k¸dikac eÐnai o
LZW pou p re to ìnom� tou apì ta arqik� twn ereunht¸n Lempel-Ziv-Welch.

4.2.4 Taxinìmhsh me krit rio thn apokwdikopoÐhsh

'Ena basikì qarakthristikì enìc k¸dika sumpÐeshc gia na qarakthristeÐ epituq c
eÐnai to kat� pìso eÐnai dunat  kai eÔkolh h apokwdikopoÐhsh enìc kwdikoÔ mh-
nÔmatoc apì to dèkth. JewroÔme bèbaia ìti kat� thn anaparagwg  tou arqikoÔ
mhnÔmatoc apì to dèkth o k¸dikac eÐnai gnwstìc.

To pr¸to qarakthristikì enìc swst� sqediasmènou k¸dika eÐnai k�je sÔmbolo
phg c na antistoiqeÐ se diaforetik  kwdik  lèxh. 'Enac k¸dikac pou ikanopoieÐ
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autì to krit rio lègetai eukrin c. An o k¸dikac den eÐnai eukrin c, tìte kat� thn
apokwdikopoÐhsh mÐac kwdik c lèxhc ja up�rqei as�feia wc proc to poio sÔmbo-
lo phg c antiproswpeÔei, afoÔ ja up�rqoun perissìtera tou enìc sÔmbolo pou
antistoiqoÔn sthn kwdik  lèxh.

'Ena deÔtero qarakthristikì pou ja prèpei na èqei ènac k¸dikac eÐnai h dunatìthta
na antilhfjeÐ o dèkthc me apìluth bebaiìthta thn arq  kai to tèloc miac kwdik c
lèxhc, ìtan l�bei èna kwdikì m numa me pl joc lèxewn. 'Enac k¸dikac gia ton
opoÐo k�je kwdik  lèxh anagnwrÐzetai me bebaiìthta mèsa se mÐa makr� akoloujÐa
kwdik¸n sumbìlwn lègetai monos mantoc.

Tèloc, mÐa qr simh idiìthta pou ja prèpei na èqei ènac k¸dikac eÐnai h dunatìthta
na anagnwrÐzontai kwdikèc lèxeic mèsa se èna kwdikì m numa, qwrÐc na exet�zontai
ta kwdik� sÔmbola twn geitonik¸n kwdik¸n lèxewn. 'Enac monos mantoc k¸dikac
pou epitrèpei thn apokwdikopoÐhsh lèxh proc lèxh, qwrÐc na apaiteÐtai h exètash
epìmenwn kwdik¸n sumbìlwn lègetai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc.

Ston pÐnaka 4.2 parousi�zetai èna par�deigma tess�rwn kwdÐkwn. O k¸dikac A
den eÐnai eukrin c giatÐ ta sÔmbola κ kai k antistoiqÐzontai sthn Ðdia kwdik  lè-
xh. O k¸dikac B an kai eÐnai eukrin c den eÐnai monos mantoc. Gia par�deigma,
an jewr soume to kwdikì m numa 0110, tìte apokwdikopoi¸ntac sÔmfwna me ton
k¸dika B prokÔptei eÐte to m numa κ kκ, eÐte to m numa .zג Parathr¸ntac tic
kwdikèc lèxeic tou k¸dika G mporoÔme eÔkola na antilhfjoÔme ìti eÐnai eukrin c
kai monos mantoc. 'Omwc o k¸dikac G den eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc giatÐ
prèpei na l�boume to pr¸to sÔmbolo (1) thc epìmenhc kwdik c lèxhc gia na su-
mper�noume pou teleÐwse h prohgoÔmenh. Gia par�deigma, an l�boume to kwdikì
m numa 10100 (dhlad  (zג gia na antilhfjoÔme ìti to pr¸to sÔmbolo phg c eÐnai
to ג ja prèpei na elègxoume to trÐto kwdikì sÔmbolo to mhnÔmatoc pou an kei
sthn kwdik  lèxh tou z. Tèloc, o k¸dikac D eÐnai eukrin c, monos mantoc kai
stigmiaÐa apokwdikopoi simoc. Sugkekrimèna, eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc
giatÐ to teleutaÐo sÔmbolo k�je kwdik c lèxhc (1) dhl¸nei kai to tèloc thc lèxhc.
Gia par�deigma, an l�boume to kwdikì m numa 0010001 sumperaÐnoume amèswc ìti
to pr¸to sÔmbolo phg c eÐnai z exet�zontac mìno ta trÐa pr¸ta kwdik� sÔmbola
pou oÔtwc   �llwc antistoiqoÔn sto z.

AxÐzei na shmeiwjeÐ (sq ma 4.1) ìti:

1. K�je stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac eÐnai kai monos mantoc. Den
isqÔei to antÐstrofo.
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PÐnakac 4.2: Par�deigma tess�rwn duadik¸n kwdÐkwn.
SÔmbolo K¸dikac A K¸dikac B K¸dikac G K¸dikac D
κ 00 0 1 1
ג 10 01 10 01
z 01 10 100 001
k 00 11 1000 0001

�

�

ü

�

Sq ma 4.1: Taxinìmhsh twn kwdÐkwn me krit rio thn apokwdikopoÐhsh. (K) 'O-
loi oi k¸dikec. (E) EukrineÐc. (M) Monos mantoi. (S) StigmiaÐa
apokwdikopoi simoi.

2. K�je monos mantoc k¸dikac eÐnai kai eukrin c. Den isqÔei to antÐstrofo.

3. K�je eukrin c k¸dikac stajeroÔ m kouc eÐnai kai stigmiaÐa apokwdikopoi -
simoc.

4.3 Projematik  Idiìthta

Apì thn taxinìmhsh me b�sh thn eukolÐa me thn opoÐa epitugq�netai h apokwdiko-
poÐhsh proèkuye ìti ènac stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac parousi�zei shma-
ntikì endiafèron afoÔ h apokwdikopoÐhsh eÐnai stigmiaÐa qwrÐc na dhmiourgoÔntai
kwdik� mhnÔmata me as�feiec   diaforetik� isodÔnama apotelèsmata apokwdiko-
poÐhshc. Gia touc parap�nw lìgouc, sth sunèqeia ja mac apasqol soun mìno
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stigmiaÐa apokwdikopoi simoi k¸dikec.

Apì thn an�lush twn kwdik¸n lèxewn tou stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika
D (pÐnakac 4.1) prokÔptei ìti kamÐa kwdik  lèxh den eÐnai prìjema k�poiac �llhc.
H idiìthta aut  eÐnai qarakthristik  gia èna stigmiaÐa apokwdikopoi simo k¸dika
kai lègetai projematik  idiìthta. M�lista, isqÔei to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 4.1.
'Enac k¸dikac eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc, an kai mìno an oi kwdikèc lèxeic
tou èqoun thn projematik  idiìthta.

Apìdeixh.
Arqik� ja apodeÐxoume to eujÔ tou jewr matoc me thn eic �topo apagwg . An oi
kwdikèc lèxeic den èqoun thn projematik  idiìthta, tìte up�rqei toul�qiston mÐa
kwdik  lèxh ui ∈ U , m kouc li, h opoÐa eÐnai prìjema mÐac �llhc kwdik c lèxhc,
èstw thc uj me m koc lj > li. H kwdik  lèxh ui antistoiqeÐ sto sÔmbolo phg c
xi, en¸ h uj sto xj. JewroÔme èna kwdikì m numa t = ui . . . pou ta pr¸ta tou
kwdik� sÔmbola, pl jouc li, tautÐzontai me thn kwdik  lèxh ui. Kat� thn apokw-
dikopoÐhsh tou mhnÔmatoc t mìlic l�boume ta pr¸ta li sÔmbola de ja gnwrÐzoume
me bebaiìthta an to sÔmbolo thc phg c eÐnai to ui   to uj, sunep¸c o k¸dikac den
eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc. 'Ara katal goume sto sumpèrasma ìti ènac
stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac èqei thn projematik  idiìthta.

Sth sunèqeia apodeiknÔoume to antÐstrofo tou jewr matoc. An o k¸dikac èqei
thn projematik  idiìthta kai to kwdikì m numa èqei th morf  t = ui . . . tìte
lamb�nontac ta pr¸ta li kwdik� sÔmbola mporoÔme amèswc na sumper�noume ìti to
antÐstoiqo sÔmbolo phg c eÐnai to xi, dedomènou ìti kanèna �llo sÔmbolo xj den
èqei prìjema thn akoloujÐa kwdik¸n sumbìlwn ui. SuneqÐzontac me ton Ðdio trìpo
mporoÔme na apokwdikopoi soume akoloujiak� tic kwdikèc lèxeic tou mhnÔmatoc t

kaj¸c tic lamb�noume. Sunep¸c o k¸dikac eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc.

¨

To parap�nw je¸rhma eÐnai shmantikì diìti epitrèpei thn anagn¸rish enìc k¸dika
wc stigmiaÐa apokwdikopoi simou me aplì èlegqo thc projematik c idiìthtac twn
kwdik¸n lèxewn.
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Sq ma 4.2: Dendrodi�gramma tou sunìlou U∗ enìc duadikoÔ k¸dika me mègisto
m koc lèxhc L = 3.

4.4 Dendrodi�gramma Apìfashc

Ac upojèsoume ìti èqoume èna M -adikì k¸dika me alf�bhto kwdikopoÐhshc W =

{w1, w2, . . . , wM}, pou qrhsimopoieÐtai gia thn kwdikopoÐhsh tou alfab tou thc
phg c X = {x1, x2, . . . , xN}. JewroÔme ìti to mègisto m koc pou èqei mÐa kwdik 
lèxh autoÔ tou k¸dika eÐnai L. Tìte oi kwdikèc lèxeic ui (i = 1, 2, . . . , N) ja
an koun se èna uposÔnolo U tou sunìlou U∗, to opoÐo prokÔptei apì thn ènwsh
ìlwn twn kartesian¸n ginomènwn mèqri dÔnamhc L, dhlad 

ui ∈ U ⊆ U∗ =
l=L⋃

l=1

W l.(4.3)

To sÔnolo U∗ mporeÐ na parastajeÐ me th qr sh enìc gr�fou pou èqei th morf 
dèntrou, ìpou k�je kìmboc tou dèntrou antistoiqeÐ se èna stoiqeÐo tou sunìlou
U∗. O gr�foc autìc lègetai dendrodi�gramma. Gia par�deigma, to sÔnolo U∗

enìc duadikoÔ k¸dika me mègisto m koc L = 3 anaparist�tai me to dèntro tou
sq matoc 4.2.

Sto sq ma 4.2 me ton kìmbo r sumbolÐzoume th rÐza tou dèndrou en¸ k�je �lloc
kìmboc anaparist� èna stoiqeÐo tou sunìlou U∗. To Ôyoc tou dèndrou eÐnai Ðso
me to mègisto m koc twn kwdik¸n lèxewn. ParathroÔme ìti oi akmèc (kl�doi) pou
sundèoun touc kìmbouc eÐnai prosanatolismènec. XekinoÔn apì èna kìmbo kai ka-
tal goun se ènan �llo tou amèswc yhlìterou epipèdou. Se k�je kìmbo katal gei
mÐa mìno akm  kai apì k�je kìmbo xekinoÔn to polÔ M akmèc, ìsec kai to pl -
joc twn kwdik¸n sumbìlwn. Oi prosanatolismènec akmèc antistoiqoÔn sta kwdik�
sÔmbola pou qrhsimopoioÔntai apì ton k¸dika. Oi kìmboi apì touc opoÐouc den xe-
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kin� kamÐa akm  lègontai fÔlla. Sto dèntro tou sq matoc 4.2 up�rqoun 8 fÔlla,
ìla sto yhlìtero epÐpedo tou dèntrou. Tèloc, k�je kwdik  lèxh pou antistoi-
qeÐ se èna kìmbo prokÔptei apì th lèxh pou antistoiqeÐ ston kìmbo sÔndeshc tou
amèswc qamhlìterou epipèdou prosjètontac èna kwdikì sÔmbolo sto tèloc thc.
Gia par�deigma, h kwdik  lèxh 010 pou brÐsketai sto trÐto epÐpedo prokÔptei apì
thn kwdik  lèxh 01 tou prohgoÔmenou epipèdou, an prosjèsoume sto tèloc thc to
kwdikì sÔmbolo 0.

ApodeiknÔetai ìti ènac stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac mporeÐ na anapara-
stajeÐ me èna dendrodi�gramma tou opoÐou ta fÔlla, kai mìnon aut�, antistoiqoÔn
stic kwdikèc lèxeic tou k¸dika. Autì ofeÐletai sto gegonìc ìti ta fÔlla tou den-
drodiagr�mmatoc èqoun thn projematik  idiìthta, h opoÐa me th seir� thc eÐnai h
ikan  kai anagkaÐa sunj kh gia na eÐnai o k¸dikac stigmiaÐa apokwdikopoi simoc.
Sunep¸c, isqÔei to je¸rhma

Je¸rhma 4.2.
K�je stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac èqei dendrodi�gramma.

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti ta fÔlla enìc dendrodiagr�mmatoc de brÐskontai kat� an�g-
kh sto uyhlìtero epÐpedo tou dèndrou. MporeÐ na brÐskontai kai se qamhlìtero
epÐpedo arkeÐ na mh xekin� kamÐa prosanatolismènh akm  apì ton antÐstoiqo kìmbo.
'Estw gia par�deigma o duadikìc k¸dikac tou pÐnaka 4.3

PÐnakac 4.3: 'Enac duadikìc stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac.
SÔmbolo Kwdik  Lèxh

A 000
B 001
G 010
D 10
E 110
Z 111

ParathroÔme ìti oi kwdikèc lèxeic tou k¸dika èqoun thn projematik  idiìthta. Su-
nep¸c, sÔmfwna me to je¸rhma 4.1, o k¸dikac eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc.
To dendrodi�gramma tou k¸dika autoÔ faÐnetai sto sq ma 4.3, ìpou ta fÔlla tou
dendrodiagr�mmatoc (kìmboi me diakekommèno plaÐsio kai gkri fìnto) antistoiqoÔn
tic kwdikèc lèxeic tou k¸dika.

H meg�lh shmasÐa tou dendrodiagr�mmatoc enìc stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸-
dika phg�zei apì to gegonìc ìti to dendrodi�gramma apoteleÐ basikì ergaleÐo gia
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Sq ma 4.3: Dendrodi�gramma enìc duadikoÔ stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸di-
ka (PÐnakac 4.3).

th gr gorh apokwdikopoÐhsh enìc kwdikoÔ mhnÔmatoc. Sugkekrimèna, kat� th
diadikasÐa thc apokwdikopoÐhshc sto dèkth, akoloujoÔme ta parak�tw b mata:

1. Arqik�, jewroÔme ìti briskìmaste sth rÐza tou dendrodiagr�mmatoc.

2. Me th l yh enìc kwdikoÔ sumbìlou metabaÐnoume ston kìmbo tou amèswc yh-
lìterou epipèdou akolouj¸ntac thn prosanatolismènh akm  pou antistoiqeÐ
sto lhfjèn sÔmbolo.

3. To deÔtero b ma epanalamb�netai akoloujiak� mèqri na ft�soume se èna
fÔllo tou dèntrou. Mìlic sumbeÐ autì, katagr�foume to sÔmbolo phg c pou
antistoiqeÐ sto fÔllo.

4. Sth sunèqeia, metabaÐnoume sth rÐza tou dèntrou kai epanalamb�noume ta
b mata apì to deÔtero kai met�.

5. H diadikasÐa thc apokwdikopoÐhshc perat¸netai me thn apokwdikopoÐhsh kai
tou teleutaÐou sumbìlou.

An upojèsoume ìti lamb�noume to kwdikì m numa 00110010, to opoÐo proèkuye me
qr sh tou k¸dika tou pÐnaka 4.2. Tìte akolouj¸ntac ta b mata thc apokwdiko-
poÐhshc p�nw sto dendrodi�gramma apìfashc ìpwc aut� faÐnontai sto sq ma 4.4
katal goume sto apokwdikopoihmèno m numa BDG.

Epeid  to dendrodi�gramma mac epitrèpei na apofasÐzoume gia thn antistoÐqish
kwdik¸n lèxewn se sÔmbola phg c lègetai kai dendrodi�gramma apìfashc.
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Sq ma 4.4: DiadikasÐa apokwdikopoÐhshc me qr sh tou dendrodiagr�mmatoc a-
pìfashc.

4.5 H Tautoanisìthta tou Kraft

'Opwc anafèrame prohgoumènwc, basikìc mac stìqoc kat� thn an�ptuxh enìc sti-
gmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika sumpÐeshc, eÐnai na brejoÔn ta kat�llhla m kh
twn kwdik¸n lèxewn, ¸ste to mèso m koc tou kwdikoÔ mhnÔmatoc na eÐnai to mi-
krìtero dunatì.

JewroÔme èna stigmiaÐa apokwdikopoi simo k¸dika me alf�bhto kwdikopoÐhshc M

kwdik¸n sumbìlwn (M -adikìc k¸dikac). O k¸dikac èqei N diaforetikèc kwdikèc
lèxeic (ìsec kai ta sÔmbola thc phg c). An to m koc thc megalÔterhc kwdik c
lèxhc tou k¸dika eÐnai L, opìte to Ôyoc tou dendrodiagr�mmatoc apìfashc eÐnai
epÐshc L, tìte isqÔei to je¸rhma.

Je¸rhma 4.3.
Ta m kh li (i = 1, 2, . . . , N) twn kwdik¸n lèxewn, pl jouc N , enìc M -adikoÔ
stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika ikanopoioÔn thn tautoanisìthta

ML ≥
N∑

i=1

ML−li(4.4)

  isodÔnama
N∑

i=1

M−li ≤ 1.(4.5)

H tautoanisìthta (4.5) lègetai tautoanisìthta tou Kraft.

Antistrìfwc, isqÔei kai to parak�tw je¸rhma.
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Je¸rhma 4.4.
An ta m kh li (i = 1, 2, . . . , N) ikanopoioÔn thn tautoanisìthta

N∑
i=1

M−li ≤ 1,(4.6)

tìte up�rqei M -adikìc k¸dikac me N kwdikèc lèxeic m kouc l1, l2, . . . , lN , o opoÐoc
eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc.

Ta dÔo parap�nw jewr mata sunjètoun to parak�tw je¸rhma Ôparxhc.

Je¸rhma 4.5 ('Uparxh stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika).
Up�rqei stigmiaÐa apokwdikopoi simoc M -adikìc k¸dikac me m kh kwdik¸n lèxewn
l1, l2, . . . , lN , an kai mìno an isqÔei h tautoanisìthta

N∑
i=1

M−li ≤ 1.(4.7)

Sunep¸c, an ta m kh kwdik¸n lèxewn ikanopoioÔn thn tautoanisìthta tou Kraft,
tìte exasfalÐzetai h Ôparxh stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika me ta sugkekri-
mèna m kh kwdik¸n lèxewn. Autì ìmwc, de shmaÐnei ìti k�je k¸dikac pou ikanopoieÐ
thn (4.6) ja eÐnai kai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc. M�lista, ìpwc ja doÔme sth
sunèqeia, h tautoanisìthta tou Kraft ikanopoieÐtai kai apì ta m kh twn kwdik¸n
lèxewn enìc monos mantou k¸dika, o opoÐoc den eÐnai aparaÐthta stigmiaÐa apokw-
dikopoi simoc.

An sto dendrodi�gramma apìfashc apì k�je kìmbo pou den eÐnai fÔllo xekinoÔn
akrib¸c M prosanatolismènec akmèc (ìsa kai ta kwdik� sÔmbola), tìte h (4.6)
isqÔei wc isìthta (sq ma 4.5). AntÐjeta, an up�rqei èstw ènac kìmboc pou den
eÐnai fÔllo kai xekinoÔn apì autìn ligìterec apì M akmèc, tìte sthn (4.6) isqÔei
h anisìthta (sq ma 4.6). Autì sumbaÐnei ìtan mÐa kwdik  lèxh èqei pleon�zonta
kwdik� sÔmbola, en¸ ja mporoÔse na èqei ligìtera. 'Arsh autoÔ tou pleonasmoÔ
gÐnetai diagr�fontac to teleutaÐo kwdikì sÔmbolo apì thn antÐstoiqh kwdik  lèxh.
MporeÐ m�lista na apaiteÐtai h diagraf  perissotèrwn tou enìc kwdik¸n sumbìlwn.

4.6 H Tautoanisìthta tou McMillan

Kat� thn taxinìmhsh twn kwdÐkwn me krit rio thn apokwdikopoÐhsh diapist¸jh-
ke ìti to sÔnolo twn monos mantwn kwdÐkwn eÐnai upersÔnolo tou sunìlou twn
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Sq ma 4.5: Dendrodi�gramma stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika pou ikanopoi-
eÐ thn isìthta sthn tautoanisìthta Kraft.

stigmiaÐa apokwdikopoi simwn. Apì aut n thn parat rhsh ja perÐmene kaneÐc ìti
h ikan  kai anagkaÐa sunj kh gia thn Ôparxh monos mantou k¸dika me dedomèna
m kh kwdik¸n lèxewn ja eÐnai ligìtero perioristik  apì thn tautoanisìthta tou
Kraft. Paradìxwc, tìso gia touc stigmiaÐa apokwdikopoi simouc ìso kai gia tou
monos mantouc k¸dikec isqÔei h Ðdia sunj kh Ôparxhc.

Je¸rhma 4.6 ('Uparxh monos mantou k¸dika).
Up�rqei monos mantoc M -adikìc k¸dikac me m kh kwdik¸n lèxewn l1, l2, . . . , lN ,
an kai mìno an isqÔei h tautoanisìthta

N∑
i=1

M−li ≤ 1.(4.8)

An kai h tautoanisìthta (4.8) eÐnai Ðdia me thn tautoanisìthta tou Kraft, ìtan a-
nafèretai se monos mantouc k¸dikec èqei epikrat sei na lègetai tautoanisìthta
tou McMillan.
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Sq ma 4.6: Dendrodi�gramma stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika pou ikanopoi-
eÐ (a) thn anisìthta sthn tautoanisìthta Kraft lìgw pleonasmoÔ, kai
(b) thn isìthta met� apì �rsh tou pleonasmoÔ.
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4.7 Sqoliasmìc twn Tautoanisot twn Kraft kai

McMillan

• Ta jewr mata 4.5 kai 4.6 de lène ìti: 'Enac M -adikìc k¸dikac me m kh kwdi-
k¸n lèxewn l1, l2, . . . , lN eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc   monos mantoc,
an kai mìno an ikanopoieÐtai h tautoanisìthta Kraft-McMillan. Gia par�dei-
gma, o duadikìc k¸dikac me kwdikèc lèxeic {0, 01, 001} kai antÐstoiqa m kh
lèxewn {1, 2, 3} ikanopoieÐ thn tautoanisìthta (

∑
2−li = 7/8 ≤ 1). 'Omwc o

k¸dikac autìc den eÐnai oÔte monos mantoc, oÔte stigmiaÐa apokwdikopoi si-
moc.

• An xèroume ìti ènac M -adikìc me dedomèna m kh kwdik¸n lèxewn eÐnai mono-
s mantoc -opìte ikanopoieÐtai h tautoanisìthta McMillan- tìte ja up�rqei
M -adikìc stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac me ta Ðdia m kh kwdik¸n lè-
xewn.

• 'Enac monos mantoc k¸dikac den parousi�zei teqnikì endiafèron diìti ja u-
p�rqei stigmiaÐa apokwdikopoi simoc me ta Ðdia m kh kwdik¸n lèxewn, o o-
poÐoc �llwste apokwdikopoieÐtai me megalÔterh eukolÐa.

4.8 Mèso M koc K¸dika

JewroÔme mia phg  plhroforÐac me alf�bhto X = {x1, x2, . . . , xN} kai antÐstoiqh
katanom  pijanot twn twn sumbìlwn PX = {p1, p2, . . . , pN}. Gia thn kwdikopoÐhsh
twn sumbìlwn thc phg c uiojeteÐtai ènac M -adikìc stigmiaÐa apokwdikopoi simoc
k¸dikac me alf�bhto W = {w1, w2, . . . , wM}. K�je sÔmbolo thc phg c xi anti-
stoiqÐzetai se mÐa kwdik  lèxh ui me m koc li.

An upojèsoume ìti ìlec oi kwdikèc lèxeic èqoun ìlec to Ðdio m koc tìte gia na
mporèsoun na anaparastajoÔn ta N sÔmbola thc phg c ja prèpei to el�qisto
m koc L twn kwdik¸n lèxewn na eÐnai Ðso me

L = dlogM(N)e,(4.9)

dhlad  Ðso me to mikrìtero akèraio pou eÐnai megalÔteroc apì logM(N). Autìc
o k¸dikac, stajeroÔ m kouc, de lamb�nei upìyh tic pijanìthtec emf�nishc twn
sumbìlwn thc phg c. 'Etsi èna sÔmbolo me mikr  pijanìthta emf�nishc kwdikopoi-
eÐtai ìpwc èna �llo me meg�lh pijanìthta. Sunep¸c, o k¸dikac stajeroÔ m kouc
dhmiourgeÐ meg�la kwdik� mhnÔmata.

JewrÐa thc PlhroforÐac 4-17 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

Gia na mporèsoume na sugkrÐnoume touc stigmiaÐa apokwdikopoi simouc k¸dikec me
b�sh to m koc tou kwdikoÔ mhnÔmatoc pou par�goun orÐzoume to mèso m koc tou
k¸dika pou dÐnetai apì th sqèsh:

L̄ =
N∑

i=1

pi · li.(4.10)

To mèso m koc enìc k¸dika ekfr�zei to mèso arijmì kwdik¸n sumbìlwn an� sÔm-
bolo phg c.

Me b�sh th sqèsh (4.10) prokÔptei ìti to mèso m koc enìc k¸dika stajeroÔ m kouc
ja eÐnai

L̄ = L = dlogM(N)e.(4.11)

Exet�zontac th sqèsh (4.10) prokÔptei to logikì sumpèrasma ìti to mèso m koc
mporeÐ na meiwjeÐ, an epilegoÔn mikrèc kwdikèc lèxeic gia sÔmbola pou èqoun meg�lh
pijanìthta.

4.9 Bèltistoc K¸dikac

O stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac me to mikrìtero mèso m koc lègetai bèl-
tistoc. Profan¸c, h kataskeu  tou bèltistou k¸dika apaiteÐ ton prosdiorismì
twn mhk¸n twn kwdik¸n lèxewn pou elaqistopoioÔn to mèso m koc. To mèso m koc
tou bèltistou k¸dika sumbolÐzetai L̄∗ kai dÐnetai apì th sqèsh

L̄∗ = min
l1,l2,...,lN

{L̄} = min
l1,l2,...,lN

{
N∑

i=1

pi · li}.(4.12)

Gia ton upologismì twn mhk¸n twn kwdik¸n lèxewn tou bèltistou k¸dika lamb�ne-
tai upìyh ìti ta m kh ja prèpei na ikanopoioÔn thn tautoanisìthta tou Kraft, ¸ste
na exasfalÐzetai h Ôparxh stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika. H epÐlush autoÔ
tou probl matoc beltistopoÐhshc me periorismoÔc anisìthtac mporeÐ na epiteuqjeÐ
me thn efarmog  twn pollaplasiast¸n Lagrange.

ApodeiknÔetai (blèpe Par�rthma Gþ) ìti ta m kh twn kwdik¸n lèxewn tou bèltistou
stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika eÐnai Ðsa me:

l∗i = − logM(pi), 1 ≤ i ≤ N.(4.13)
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Epilègontac ta m kh twn kwdik¸n lèxewn me b�sh tic bèltistec timèc touc (4.13),
to mèso m koc tou bèltistou k¸dika ja eÐnai Ðso me

L̄∗ =
N∑

i=1

pi · l∗i = −
N∑

i=1

pi · logM(pi) =(4.14)

= −
N∑

i=1

pi · log(pi)/ log(M) = H(X)/ log(M).

Ousiastik�, o ìroc H(X)/ log(M) eÐnai h entropÐa thc phg c (X, PX) pou upo-
logÐzetai me b�sh logarÐjmou to M , kai h opoÐa onom�zetai M -adik  entropÐa.
JumÐzoume ìti H(X) eÐnai h entropÐa upologismènh me b�sh logarÐjmou to 2. Su-
nep¸c, katal goume sto sumpèrasma ìti to bèltisto mèso m koc enìc M -adikoÔ
stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika eÐnai Ðso me thn M -adik  entropÐa thc phg c.

Profan¸c, ta bèltista m kh twn kwdik¸n lèxewn pou dÐnontai apì thn (4.13) eÐnai
genik� jetikoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ. Sunep¸c, den eÐnai praktik� dunatì na epile-
goÔn kwdikèc lèxeic me tètoia m kh, afoÔ aut� ja prèpei na eÐnai fusikoÐ arijmoÐ.
'Etsi, ta m kh twn kwdik¸n lèxewn epilègontai wc oi mikrìteroi fusikoÐ arijmoÐ
pou eÐnai megalÔteroi apì tic timèc pou prokÔptoun apì thn (4.13), dhlad 

li = dl∗i e = d− logM(pi)e, 1 ≤ i ≤ N.(4.15)

Ta m kh li (i = 1, 2, . . . , N) eÐnai megalÔtera apì ta antÐstoiqa bèltista, sunep¸c
ja ikanopoioÔn thn tautoanisìthta tou Kraft.

Apìdeixh.
Dedomènou ìti ta bèltista m kh ikanopoioÔn thn tautoanisìthta tou Kraft èqoume

N∑
i=1

M−l∗i ≤ 1.

IsqÔei

l∗i ≤ li ⇒ M−l∗i ≥ M−li .

Sunep¸c

N∑
i=1

M−li ≤
N∑

i=1

M−l∗i ≤ 1.

¨

ApodeiknÔetai ìti to mèso m koc tou stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika, me m kh
kwdik¸n lèxewn pou dÐnontai apì th sqèsh (4.15), eÐnai k�tw kai �nw fragmèno.
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Sugkekrimèna, isqÔei h dipl  tautoanisìthta:

H(X)

log(M)
≤ L̄ ≤ H(X)

log(M)
+ 1(4.16)

Apìdeixh.
Gia ta m kh twn kwdik¸n lèxewn pou dÐnontai apì thn (4.15) èqoume

li = d− logM(pi)e ⇒ − logM(pi) ≤ li ≤ − logM(pi) + 1, 1 ≤ i ≤ N.

'Ara èqoume

−pi logM(pi) ≤ pili ≤ −pi logM(pi) + pi ⇒

−
N∑

i=1

pi logM(pi) ≤
N∑

i=1

pili ≤ −
N∑

i=1

pi logM(pi) +
N∑

i=1

pi ⇒

H(X)

log(M)
≤ L̄ ≤ H(X)

log(M)
+ 1.

¨

Tèloc, ja prèpei na shmei¸soume to ex c: H an�lush pou prohg jhke gia th me-
lèth enìc bèltistou k¸dika basÐsthke sthn ikanopoÐhsh thc tautoanisìthtac tou
Kraft. H anisìthta aut  ikanopoieÐtai ìqi mìno apì stigmiaÐa apokwdikopoi simo
k¸dika all� kai apì monos manto. Sunep¸c ta sumper�smata sta opoÐa katal -
xame isqÔoun kai gia monos mantouc k¸dikec.

4.10 To Pr¸to Je¸rhma tou Shannon

Apì thn prohgoÔmenh enìthta prokÔptei to sumpèrasma ìti to mèso m koc tou sti-
gmiaÐa apokwdikopoi simou   monos mantou k¸dika eÐnai fragmèno k�tw kai mporeÐ
na fraqjeÐ kai �nw. M�lista, to k�tw fr�gma eÐnai Ðso me thn entropÐa thc phg c
plhroforÐac kai eÐnai anex�rthto tou k¸dika. Sunep¸c, de mporoÔme na sqedi�-
soume èna stigmiaÐa apokwdikopoi simo (monos manto) k¸dika me ìso mikrì mèso
m koc jèloume. 'Olec mac oi prosp�jeiec ja stamatoÔn sto ìrio thc entropÐac thc
phg c. Genn�tai loipìn to eÔlogo er¸thma kat� pìso kai me poio trìpo mporoÔme
na ft�soume to mèso m koc kont� sthn oriak  tou tim  thc entropÐac. Aut  h
prosp�jeia isodunameÐ me th meÐwsh tou �nw fr�gmatoc (H(X)/ log(M) + 1) tou
mèsou m kouc, fèrnont�c to kont� sto k�tw fr�gma (H(X)/ log(M)). Ap�nthsh
se autì to er¸thma dÐnei to pr¸to je¸rhma tou Shannon.

JewrÐa thc PlhroforÐac 4-20 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

Je¸rhma 4.7 (Pr¸to je¸rhma tou Shannon). 'Estw mÐa phg  plhroforÐac
me alf�bhto N sumbìlwn, ta opoÐa kwdikopoioÔntai me èna M -adikì stigmiaÐa
apokwdikopoi simo (monos manto) k¸dika. To mèso m koc tou k¸dika proseggÐzei
ìso eÐnai epijumhtì to k�tw fr�gma pou eÐnai Ðso me th M -adik  entropÐa thc phg c,
an kwdikopoihjoÔn an¸terec epekt�seic thc phg c.

To je¸rhma mporeÐ na diatupwjeÐ kai wc ex c:

Je¸rhma 4.8. Kwdikopoi¸ntac thn n-ost  epèktash (Xn, PXn) thc phg c (X, PX)

me n arket� meg�lo, up�rqei M -adikìc stigmiaÐa apokwdikopoi simoc (monos ma-
ntoc) k¸dikac me mèso m koc pou plhsi�zei ìso jèloume sth M -adik  entropÐa thc
phg c (X,PX).

Apìdeixh.
H epèktash t�xhc n thc phg c (X, PX) pou sumbolÐzetai wc (Xn, PXn) par�gei
sthn èxodì thc upersÔmbola n-�dec, ta opoÐa an koun sto alf�bhto Xn. To
alf�bhto autì orÐzetai apì to kartesianì ginìmeno

Xn = X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n

.(4.17)

H pijanìthta emf�nishc enìc upersumbìlou (n-�dac) ja eÐnai Ðsh me to ginìmeno
ìlwn twn pijanot twn twn epimèrouc sumbìlwn pou sqhmatÐzoun to upersÔmbolo.
EÔkola apodeiknÔetai ìti h entropÐa thc n-ost c epèktashc thc phg c X ja eÐnai:

H(Xn) = nH(X).(4.18)

SÔmfwna me ta sumper�smata thc prohgoÔmenhc enìthtac up�rqei M -adikìc sti-
gmiaÐa apokwdikopoi simoc (monos mantoc) k¸dikac, pou kwdikopoieÐ ta upersÔm-
bola, tou opoÐou to mèso m koc L̄ an� upersÔmbolo ikanopoieÐ thn tautoanisìthta

H(Xn)

log(M)
≤ L̄ ≤ H(Xn)

log(M)
+ 1.(4.19)

Antikajist¸ntac thn (4.18) sthn (4.19) èqoume

H(X)

log(M)
≤ L̄

n
≤ H(X)

log(M)
+

1

n
.(4.20)

Profan¸c, o lìgoc L̄/n ekfr�zei to mèso m koc tou k¸dika an� sÔmbolo thc
phg c (X, PX). Parathr¸ntac th dipl  tautoanisìthta (4.20), katal goume sto
sumpèrasma ìti kwdikopoi¸ntac an¸terec epekt�seic thc phg c (X,PX), to mèso
m koc tou k¸dika an� sÔmbolo phg c (X, PX) teÐnei sth M -adik  entropÐa thc.
Autì faÐnetai apì to gegonìc ìti to �nw fr�gma (H(X)/ log(M)+1/n) teÐnei sto
k�tw fr�gma (H(X)/ log(M)) kaj¸c to n teÐnei sto �peiro.
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¨

KleÐnontac, prèpei na upenjumisteÐ ìti sthn ìlh parousÐash autoÔ tou kefalaÐou
agno jhke h parousÐa jorÔbou sto sÔsthma epikoinwnÐac. Apl� anazht jhke o
bèltistoc k¸dikac gia thn anapar�stash thc plhroforÐac thc phg c me krit rio
to mèso m koc. Gia to lìgo autì to pr¸to je¸rhma tou Shannon lègetai kai
je¸rhma kwdikopoÐhshc se perib�llon qwrÐc jìrubo.

4.11 ParadeÐgmata

1. Ston parak�tw pÐnaka dÐnontai oi pijanìthtec twn sumbìlwn miac phg c,
kaj¸c kai pènte diaforetikoÐ k¸dikec pou qrhsimopoioÔntai gia thn kwdiko-
poÐhsh twn sumbìlwn. Na taxinomhjoÔn oi k¸dikec se kathgorÐec kai na
upologisteÐ to mèso m koc touc.

xi pi I II III IV V

A 0.5 0 00 110 000 01
B 0.3 01 11 01 010 011
G 0.15 11 10 00 101 0111
D 0.05 10 01 10 111 0

Exet�zoume tic idiìthtec twn pènte kwdÐkwn kai dhmiourgoÔme ton pÐnaka
taxinìmhshc, ìpou E dhl¸nei eukrin c, M monos mantoc kai S stigmiaÐa
apokwdikopoi simoc.

Idiìthta I II III IV V

E X × X X X
M × × X X X
S × × X X ×
L̄ 1.5 2.0 2.5 3.0 2.55

O k¸dikac I eÐnai eukrin c giatÐ kamÐa kwdik  lèxh den antistoiqeÐ se dÔo  
perissìtera sÔmbola. Den eÐnai ìmwc monos mantoc giatÐ h akoloujÐa sum-
bìlwn 0110 mporeÐ na apokwdikopoihjeÐ wc AGA   wc BD. AfoÔ den eÐnai
monos mantoc kat� epèktash den mporeÐ na eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi si-
moc.

O k¸dikac II den eÐnai eukrin c giatÐ h kwdik  lèxh 01 antistoiqeÐ se dÔo
sÔmbola phg c, to A kai to D. Kat� epèktash o k¸dikac II de mporeÐ na
eÐnai oÔte monos mantoc, oÔte stigmiaÐa apokwdikopoi simoc.
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O k¸dikac III eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc giatÐ oi kwdikèc lèxeic tou
diajètoun thn projematik  idiìthta. Kat� epèktash eÐnai monos mantoc kai
eukrin c.

O k¸dikac IV eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc, monos mantoc kai eukrin c
giatÐ èqei thn projematik  idiìthta.

Tèloc, o k¸dikac V den eÐnai stigmiaÐa apokwdikopoi simoc epeid  gia par�-
deigma h kwdik  lèxh 01 eÐnai prìjema thc kwdik c lèxhc 001. 'Omwc eÐnai
eukrin c kai monos mantoc giatÐ k�je kwdik  lèxh mporeÐ na anagnwristeÐ
mèsa se opoiod pote kwdikì m numa, dedomènou ìti arqÐzei p�nta me to sÔm-
bolo 0 en¸ ta upìloipa sÔmbola thc kwdik c lèxhc mporoÔn na eÐnai mìno
1.

Ta mèso m koc tou k�je k¸dika upologÐzetai apì th sqèsh

L̄ =
4∑

i=1

pi · li.

Oi timèc pou prokÔptoun gia to mèso m koc faÐnontai ston pÐnaka.

2. Up�rqei triadikìc stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac me kwdikèc lèxeic
m kouc {1, 2, 3, 3, 2, 3}?
ArkeÐ na exet�soume an ikanopoieÐtai h tautoanisìthta tou Kraft. 'Eqoume:

N∑
i=1

3−i = 3−1 + 3−2 + 3−3 + 3−3 + 3−2 + 3−3 = 18/27 ≤ 1.

'Ara up�rqei stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac me ta parap�nw m kh
kwdik¸n lèxewn.

3. Up�rqei M -adikìc stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac me kwdikèc lèxeic
m kouc 1, 2, . . . , n, ...?

ArkeÐ na exet�soume an ikanopoieÐtai h tautoanisìthta tou Kraft. 'Eqoume:
∞∑

n=1

M−n =
∞∑

n=1

(
1

M

)n

=
1

M − 1
.

To parap�nw eÐnai �jroisma apeÐrwn ìrwn gewmetrik c proìdou xekin¸ntac
apì n = 1 kai sugklÐnei me thn proôpìjesh

1

M
< 1 ⇒ M > 1.

Gia na up�rqei stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac ja prèpei
1

M − 1
≤ 1 ⇒ M > 1.

'Ara arkeÐ M ≥ 2.
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4. JewroÔme duadik  phg  plhroforÐac me alf�bhto X = {0, 1} kai katano-
m  pijanot twn PX = {0.9, 0.1}. Na upologisteÐ to mèso m koc stigmiaÐa
apokwdikopoi simou duadikoÔ k¸dika pou kwdikopoieÐ ta sÔmbola thc phg c
(X,PX). Poio to mèso m koc stigmiaÐa apokwdikopoi simou duadikoÔ k¸dika
pou kwdikopoieÐ ta sÔmbola thc deÔterhc epèktashc (X2, PX2) thc phg c?
JewreÐste ìti ta m kh twn kwdik¸n lèxewn prokÔptoun me efarmog  thc
sqèshc (4.15).

Dedomènou ìti o k¸dikac eÐnai duadikìc (M = 2) ta m kh twn kwdik¸n lèxewn
dÐnontai apì th sqèsh

li = d− log(pi)e, 1 ≤ i ≤ N

Gia thn perÐptwsh thc apl c phg c dhmiourgoÔme ton parak�tw pÐnaka pou
perièqei ta sÔmbola, tic pijanìthtec kai ta m kh twn kwdik¸n lèxewn.

xi pi l∗ = − log(pi) li = d− log(pi)e
0 0.9 0.152 1
1 0.1 3.322 4

To mèso m koc tou k¸dika ja eÐnai profan¸c Ðso me 0.9 + 0.4 = 1.3 bits an�
sÔmbolo phg c.

Sthn perÐptwsh thc deÔterhc epèktashc thc phg c ja èqoume ton antÐstoiqo
pÐnaka.

(xi, xj) pi l∗ = − log(pi) li = d− log(pi)e
00 0.9× 0.9 = 0.81 0.304 1
01 0.9× 0.1 = 0.09 3.474 4
10 0.1× 0.9 = 0.09 3.474 4
11 0.1× 0.1 = 0.01 6.644 7

Se aut n thn perÐptwsh to mèso m koc ja eÐnai

L̄ = 0.81 + 4× 0.09 + 4× 0.09 + 7× 0.01 = 1.6

bits an� dÔo sÔmbola phg c. Sunep¸c to mèso m koc an� sÔmbolo phg c
ja eÐnai 0.8 bits an� sÔmbolo phg c. ParathroÔme ìti kwdikopoi¸ntac thn
epèktash thc phg c to mèso m koc tou k¸dika mei¸jhke.

4.12 Ask seic

1. Ston parak�tw pÐnaka dÐnontai oi pijanìthtec twn sumbìlwn miac phg c,
kaj¸c kai tèsseric diaforetikoÐ k¸dikec pou qrhsimopoioÔntai gia thn kwdi-
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kopoÐhsh twn sumbìlwn. Na taxinomhjoÔn oi k¸dikec se kathgorÐec kai na
upologisteÐ to mèso m koc touc.

xi pi I II III IV

A 0.5 0 00 101 00
B 0.3 01 11 11 010
G 0.1 11 10 0 111
D 0.05 10 01 1001 101
E 0.05 101 11 1000 001

2. Up�rqei duadikìc stigmiaÐa apokwdikopoi simoc k¸dikac me kwdikèc lèxeic
m kouc {1, 4, 3, 3, 2, 3}?

3. EÐnai o parak�tw k¸dikac monos mantoc kai giatÐ?

x1 : 010 x3 : 11 x5 : 00011
x2 : 0001 x4 : 101011 x6 : 00110

4. JewroÔme phg  plhroforÐac me alf�bhto X = {0, 1, 2} kai katanom  pi-
janot twn PX = {0.7, 0.2, 0.1}. Na upologisteÐ to mèso m koc stigmiaÐa
apokwdikopoi simou duadikoÔ k¸dika pou kwdikopoieÐ ta sÔmbola thc phg c
(X,PX). Poio to mèso m koc stigmiaÐa apokwdikopoi simou duadikoÔ k¸di-
ka pou kwdikopoieÐ ta sÔmbola thc deÔterhc epèktashc (X2, PX2) thc phg c?
JewreÐste ìti ta m kh twn kwdik¸n lèxewn prokÔptoun me efarmog  thc sqè-
shc (4.15). Na sugkrijoÔn ta mèsa m kh twn dÔo kwdÐkwn me thn entropÐa
thc phg c.

5. JewroÔme mÐa phg  plhroforÐa me alf�bhto X = {a, b} kai katanom  pi-
janot twn PX = {0.4, 0.6}. Na brejoÔn ta ìria tim¸n tou mèsou m kouc
an� sÔmbolo phg c enìc triadikoÔ stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika pou
qrhsimopoieÐtai gia thn kwdikopoÐhsh thc trÐthc epèktashc thc phg c plhro-
forÐac.

6. JewroÔme èna mh tÐmio nìmisma. Kat� th rÐyh tou nomÐsmatoc h pijanìthta
na èrjei kefal  eÐnai 0.7. Na brejeÐ mÐa �kal � ektÐmhsh tou mèsou m kouc
(an� apotèlesma rÐyhc) enìc duadikoÔ stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika,
o opoÐoc ja qrhsimopoihjeÐ gia thn kwdikopoÐhsh twn apotelesm�twn dÔo
diadoqik¸n rÐyewn tou nomÐsmatoc.

Poia eÐnai h perioq  twn tim¸n pou ja mporoÔse na p�rei to mèso m koc (an�
apotèlesma rÐyhc) enìc duadikoÔ stigmiaÐa apokwdikopoi simou k¸dika, o
opoÐoc kwdikopoieÐ ta apotelèsmata tri¸n diadoqik¸n rÐyewn tou nomÐsmatoc?
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Kef�laio 5

SumpÐesh qwrÐc Ap¸leiec

H sumpÐesh dedomènwn èqei dÔo basikoÔc stìqouc. Pr¸ton, na mei¸sei to apaitoÔ-
meno q¸ro gia thn apoj keush twn plhrofori¸n kai deÔteron, na periorÐsei thn
apaitoÔmenh qwrhtikìthta tou diaÔlou epikoinwnÐac gia th metafor� twn plhrofo-
ri¸n. O deÔteroc stìqoc isodunameÐ me th meÐwsh tou sunolikoÔ qrìnou apostol c
twn plhrofori¸n apì ton pompì sto dèkth.

'Otan ta sumpiesmèna dedomèna anakt¸ntai apì to q¸ro apoj keus c touc p.q apì
to sklhrì dÐsko,   lamb�nontai apì to dèkth enìc thlepikoinwniakoÔ sust matoc,
ja prèpei na up�rqei h dunatìthta pl rouc an�kthshc thc arqik c morf c twn
dedomènwn. Sunep¸c, kat� k�poio trìpo ja prèpei o k¸dikac me ton opoÐo ègine
h sumpÐesh na eÐnai gnwstìc ston algìrijmo pou analamb�nei th diadikasÐa thc
aposumpÐeshc. Autì mporeÐ na gÐnei eÐte èqontac èna p�gio k¸dika gnwstì ek twn
protèrwn sto dèkth, eÐte prosjètontac sta sumpiesmèna dedomèna kai to tm ma
tou k¸dika pou qrei�zetai gia thn aposumpÐesh twn dedomènwn. Sthn deÔterh
perÐptwsh, gia na èqei ousiastikì nìhma h sumpÐesh, ja prèpei to �jroisma twn
sumpiesmènwn dedomènwn kai tou tm matoc tou k¸dika pou prostÐjetai, na eÐnai
shmantik� mikrìtero apì to arqikì m numa.

'Opwc èqei anaferjeÐ sthn eisagwg , diakrÐnoume dÔo kathgorÐec sumpÐeshc dedo-
mènwn: th sumpÐesh dedomènwn me ap¸leiec kai qwrÐc ap¸leiec. Sto kef�laio autì
ja asqolhjoÔme me k¸dikec sumpÐeshc dedomènwn qwrÐc ap¸leiec. Sto proh-
goÔmeno kef�laio, apodeÐqjhke ìti h sumpÐesh qwrÐc ap¸leiec periorÐzetai apì thn
entropÐa sthc phg c plhrofori¸n. Sugkekrimèna h entropÐa eÐnai to k�tw fr�gma
tou mèsou m kouc tou k¸dika sumpÐeshc. Sunep¸c, kat� to sqediasmì enìc algo-
rÐjmou sumpÐeshc dedomènwn qwrÐc ap¸leiec, o kÔrioc stìqoc eÐnai na petÔqoume
èna mèso m koc k¸dika pou na plhsi�zei ìso to dunatì pio kont� sthn entropÐa.

JewrÐa thc PlhroforÐac 5-1 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

EpÐshc, ènac shmantikìc par�gontac, pou lamb�netai upìyh, kat� th sqedÐash
kai thn epilog  enìc algorÐjmou sumpÐeshc dedomènwn, eÐnai h o fìrtoc ergasÐac
pou apaiteÐtai tìso gia th sumpÐesh ìso kai gia thn aposumpÐesh twn dedomènwn.
Genik�, ja prèpei na brejeÐ h qrus  tom  an�mesa sto posostì sumpÐeshc pou
epitugq�nei ènac algìrijmoc kai to qrìno pou apaiteÐtai gia na ektelesteÐ.

5.1 Idiìthtec tou Bèltistou K¸dika SumpÐeshc

JewroÔme mÐa phg  plhroforÐac (X,PX), thc opoÐac to alf�bhto èqei N sÔmbola
me antÐstoiqec pijanìthtec emf�nishc p1, p2, . . . , pN . Oi pijanìthtec autèc taxino-
moÔntai kat� fjÐnousa seir� (p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pN). Jèloume k�je èna apì ta
sÔmbola thc phg c na kwdikopoihjeÐ kat� trìpo monadikì me mÐa akoloujÐa dua-
dik¸n yhfÐwn. 'Etsi, ja prokÔyei ènac duadikìc k¸dikac, me m kh kwdik¸n lèxewn
l1, l2, . . . , lN pou antistoiqoÔn èna proc èna sta N sÔmbola thc phg c. .

'Enac k¸dikac sumpÐeshc ja eÐnai bèltistoc ìtan èqei to el�qisto mèso m koc k¸-
dika. Shmei¸netai ìti den anaferìmaste sto el�qisto m koc k¸dika enìc mìno
sugkekrimènou mhnÔmatoc all� sto mèso m koc k¸dika wc proc ìla ta pijan� mh-
nÔmata pou eÐnai dunatìn na paraqjoÔn apì thn phg  plhroforÐac. MporeÐ na
apodeiqjeÐ ìti ènac bèltistoc k¸dikac sumpÐeshc ja prèpei na ikanopoieÐ tic para-
k�tw apait seic:

1. KamÐa akoloujÐa kwdik¸n sumbìlwn de ja prèpei na antistoiqÐzetai se pe-
rissìtera apì èna diaforetik� mhnÔmata thc phg c. Dhlad , o k¸dikac su-
mpÐeshc ja prèpei na eÐnai monos mantoc.

2. KamÐa kwdik  lèxh den prèpei na eÐnai prìjema �llhc kwdik c lèxeic. Dhlad ,
o k¸dikac ja prèpei na èqei thn projematik  idiìthta kai sunep¸c na eÐnai
stigmiaÐa apokwdikopoi simoc.

3. SÔmbola tou alfab tou me megalÔterh pijanìthta ja prèpei na antistoiqÐ-
zontai se mikrìterec kwdikèc lèxeic. Dhlad  l1 ≤ l2 ≤ . . . ≤ lN , efìson
p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pN .

4. Tèloc, oi dÔo kwdikèc lèxeic pou antistoiqoÔn sta sÔmbola me tic dÔo mikrìte-
rec pijanìthtec emf�nishc ja èqoun to Ðdio m koc kwdik c lèxhc (lN = lN−1)
kai ja diafèroun mìno sto teleutaÐo yhfÐo touc. (An o k¸dikac eÐnai M -
adikìc h teleutaÐa idiìthta ja prèpei na ikanopoieÐtai apì tic kwdikèc lèxeic
me tic M mikrìterec pijanìthtec.)
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To ìti o bèltistoc k¸dikac ja prèpei na ikanopoieÐ thn trÐth apaÐthsh mporeÐ na
apodeiqjeÐ me thn eic �topo apagwg  wc ex c:

Apìdeixh.
'Estw, ìti gia dÔo kwdikèc lèxeic tou bèltistou k¸dika C den isqÔei h trÐth apaÐ-
thsh, dhlad  èqoume li > lj an kai pi > pj. MporoÔme na kataskeu�soume èna
deÔtero k¸dika C ′ pou na èqei tic Ðdiec kwdikèc lèxeic me ton C, me mình diafor�
ìti èqoun antistrafeÐ oi kwdikèc lèxeic twn i kai j sumbìlwn. Dhlad  l′i = lj kai
l′j = li. An L̄ kai L̄′ eÐnai ta mèsa m kh twn kwdÐkwn C kai C ′, antÐstoiqa, prokÔptei
eÔkola ìti

L̄− L̄′ = pi · li + pj · lj − pi · l′i + pj · l′j =

= pi · li + pj · lj − pi · lj − pj · li =

= (pi − pj) · (li − lj) > 0.

Sunep¸c, o k¸dikac C ′ èqei mikrìtero mèso m koc apì ton C. Katal xame loipìn
se �topo afoÔ o C eÐnai bèltistoc kai èqei to el�qisto mèso m koc. 'Ara, gia na
eÐnai o k¸dikac bèltistoc ja prèpei na isqÔei h trÐth apaÐthsh.

¨

Tèloc, h tètarth apaÐthsh mporeÐ na apodeiqjeÐ wc ex c:

Apìdeixh.
'Estw ìti gia ta dÔo sÔmbola me tic mikrìterec pijanìthtec emf�nishc isqÔei lN >

lN−1. SÔmfwna me th deÔterh apaÐthsh (projematik  idiìthta) h (N − 1)-ost 
kwdik  lèxh den mporeÐ na eÐnai prìjema thc N -ost c kwdik c lèxhc. Sunep¸c, ta
pr¸ta lN−1 kwdik� sÔmbola thc N -ost c kwdik c lèxhc apoteloÔn apì mìna touc
monadik  kwdik  lèxh, opìte ta upìloipa lN − lN−1 kwdik� sÔmbola mporoÔn na
paralhfjoÔn. 'Etsi, prokÔptei to �topo sumpèrasma ìti o arqikìc k¸dikac den
eÐnai bèltistoc. Akìmh, an oi dÔo kwdikèc lèxeic diafèroun se �llo yhfÐo kai ìqi
sto teleutaÐo, tìte ja mporoÔsame na paral youme ta teleutaÐa Ðdia yhfÐa kai
na dhmiourg soume èna kainoÔrgio k¸dika me mikrìtero mèso m koc. Sunep¸c, o
arqikìc k¸dikac de ja  tan bèltistoc. Katal goume loipìn sto sumpèrasma ìti
gia na eÐnai o k¸dikac sumpÐeshc bèltistoc ja prèpei na isqÔei lN = lN−1, kai oi
antÐstoiqec kwdikèc lèxeic na diafèroun mìno sto teleutaÐo kwdikì sÔmbolo.

¨
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5.2 K¸dikac Huffman

To 1950, o David Huffman, foitht c tìte sto MIT, prìteine se mÐa ergasÐa tou
gia to m�jhma thc jewrÐac plhrofori¸n ènan algìrijmo sumpÐeshc qwrÐc ap¸leiec.
O algìrijmoc autìc pou fèrei to ìnom� tou eÐnai s mera to basikìtero tm ma twn
perissotèrwn algorÐjmwn sumpÐeshc, afoÔ qrhsimopoieÐtai wc to teleutaÐo st�dio
twn algorÐjmwn GZIP, JPEG kai poll¸n �llwn. H shmantikìterh idiìthta tou
k¸dika Huffman eÐnai ìti prìkeitai gia bèltisto k¸dika. Autì shmaÐnei ìti den
up�rqei k¸dikac qwrÐc ap¸leiec me mikrìtero mèso m koc apì ton k¸dika Huffman.

5.2.1 Algìrijmoc duadikoÔ k¸dika Huffman

Gia thn perÐptwsh tou duadikoÔ k¸dika, o algìrijmoc Huffman perigr�fetai me ta
parak�tw b mata pou odhgoÔn sthn kataskeu  enìc dendrodiagr�mmatoc xekin¸-
ntac apì ta fÔlla tou kai katal gontac sth rÐza.

1. Arqik� jewroÔme ìti k�je sÔmbolo thc phg c eÐnai èna fÔllo (exwterikìc
kìmboc) tou upì kataskeu  dendrodiagr�mmatoc, Se k�je fÔllo antistoiqÐ-
zoume thn pijanìthta emf�nishc tou antÐstoiqou sumbìlou phg c.

2. EntopÐzoume touc dÔo kìmbouc me tic mikrìterec pijanìthtec kai touc sug-
qwneÔoume se èna kìmbo. Sto nèo kìmbo antistoiqÐzoume wc pijanìthta to
�jroisma twn pijanot twn twn dÔo kìmbwn pou sugqwneÔthkan.

3. To deÔtero b ma epanalamb�netai èwc ìtou katal xoume sth dhmiourgÐa tou
telikoÔ kìmbou (rÐza).

Me th l xh tou parap�nw algorÐjmou prokÔptei èna dèntro tou opoÐou k�je esw-
terikìc kìmboc èqei dÔo kl�douc apì p�nw kai ènan apì k�tw. H rÐza èqei mìno
dÔo kl�douc apì p�nw kai kanènan apì k�tw, en¸ k�je fÔllo pou antistoiqeÐ se
èna sÔmbolo phg c èqei mìno ènan kl�do apì k�tw kai kanènan apì p�nw. Sth
sunèqeia, gia k�je eswterikì kìmbo kai th rÐza, sumbolÐsoume touc dÔo apì p�nw
kl�douc ton èna me 1 kai ton �llo me 0. 'Etsi k�je kl�doc fèrei èna duadikì yhfÐ-
o. H diadikasÐa aut  antistoÐqishc twn duadik¸n yhfÐwn stouc kl�douc mporeÐ na
gÐnei kai kat� th diadikasÐa dhmiourgÐac k�je nèou kìmbou. Tèloc, h kwdik  lèxh
k�je sumbìlou phg c prokÔptei an katagr�youme akoloujiak� ta duadik� yhfÐa
twn kl�dwn pou odhgoÔn, xekin¸ntac apì th rÐza, sto fÔllo pou antistoiqeÐ sto
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Sq ma 5.1: Dendrodi�gramma k¸dika Huffman (pr¸th ulopoÐhsh).

sÔmbolo phg c. Lìgw thc dom c dèntrou, aut  h akoloujÐa kl�dwn eÐnai monadik 
gia k�je fÔllo.

Shmei¸netai ìti den èqei shmasÐa se poion apì touc dÔo kl�douc k�je kìmbou
ja antistoiqÐsoume to kwdikì sÔmbolo 1 kai se poion to 0. Kat� sÔmbash, sth
sunèqeia ja antistoiqoÔme to sÔmbolo 0 ston kl�do pou sundèetai me ton kìmbo
me th mikrìterh pijanìthta.

O algìrijmoc Huffman mporeÐ na gÐnei katanohtìc me èna par�deigma. JewroÔme
mÐa phg  plhroforÐac me sÔmbola phg c kai antÐstoiqec pijanìthtec emf�nishc pou
dÐnontai ston parak�tw pÐnaka.

xi A B G D E
pi 0.2 0.4 0.2 0.1 0.1

Sto sq ma 5.1 parousi�zetai to dendrodi�gramma pou dhmiourg jhke kat� thn e-
farmog  tou algorÐjmou Huffman. Se k�je kìmbo anagr�fetai entìc parenjèsewn
h antÐstoiqh pijanìthta. EpÐshc, se k�je kl�do anagr�fetai h epan�lhyh tou al-
gorÐjmou (I, II, III, IV), kat� thn opoÐa dhmiourg jhke o kl�doc, kaj¸c kai to
kwdikì duadikì yhfÐo pou tou apodìjhke.
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Sq ma 5.2: Dendrodi�gramma k¸dika Huffman(deÔterh ulopoÐhsh).

ParathroÔme ìti kat� thn kataskeu  tou dendrodiagr�mmatoc mporeÐ na prokÔyei
h perÐptwsh na up�rqoun perissìteroi apì dÔo kìmboi pou na èqoun tic dÔo mikrì-
terec timèc pijanot twn. 'Etsi, eÐnai dunatì na epilegoÔn enallaktikèc ulopoi seic
tou k¸dika Huffman. MÐa tètoia enallaktik  ulopoÐhsh faÐnetai sto sq ma 5.2.
Blèpoume ìti ta m kh twn kwdik¸n lèxewn eÐnai diaforetik� se sqèsh me aut� thc
pr¸thc ulopoÐhshc. 'Omwc, dedomènou ìti k�je enallaktik  ulopoÐhsh anafèretai
se k¸dika Huffman pou eÐnai bèltistoc, prokÔptei to sumpèrasma ìti ta mèsa m kh
k�je enallaktik c ulopoÐhshc ja prèpei na eÐnai Ðsa metaxÔ touc.

5.2.2 K¸dikac Huffman el�qisthc metablhtìthtac

An kai oi enallaktikèc ulopoi seic tou k¸dika Huffman èqoun to Ðdio mèso m koc
k¸dika, diafèroun wc proc th metablhtìthta tou m kouc twn kwdik¸n lèxewn, ìpou
h metablhtìthta orÐzetai wc

σ2 =
N∑

i=1

pi · (li − L̄)2.(5.1)

Sun jwc, epilègetai ekeÐnh h ulopoÐhsh tou k¸dika Huffman pou odhgeÐ sth mi-
krìterh metablhtìthta tou m kouc twn kwdik¸n lèxewn. O lìgoc gia aut n thn

JewrÐa thc PlhroforÐac 5-6 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

� � � � � � ��� 	 
 � � 

(0.1) � � � � � � �  (0.4)

(0.2)

� � � � � �

(0.4)

� � � �

� � � � �

(1.0)

(0.6)

� � � � �

� � � !

" � � #

" " � !

Sq ma 5.3: Dendrodi�gramma k¸dika Huffman me el�qisth metablhtìthta tou
m kouc twn kwdik¸n lèxewn (trÐth ulopoÐhsh).

epilog  eÐnai ìti h mikrìterh metablhtìthta shmaÐnei, pr¸ton, mikr  metabol  tou
rujmoÔ met�doshc twn diafìrwn sumbìlwn thc phg c kai deÔteron, meÐwsh thc
mn mhc (buffer) pou apaiteÐtai gia thn proswrin  apoj keush twn lambanomènwn
kwdik¸n sumbìlwn, mèqri na anagnwristeÐ to antÐstoiqo sÔmbolo phg c.

ApodeiknÔetai, ìti gia na petÔqoume thn ulopoÐhsh me th mikrìterh metablhtìthta
tou m kouc twn kwdik¸n lèxewn, ja prèpei se k�je b ma tou algorÐjmou (Huffman)
ìpou prokÔptoun perissìterec apì mÐa epilogèc gia touc kìmbouc mikrìterhc pija-
nìthtac, na epilègoume gia sugq¸neush touc dÔo kìmbouc pou èqoun dhmiourghjeÐ
palaiìtera. An efarmìsoume aut  th logik  sthn kwdikopoÐhsh thc phg c tou
paradeÐgmatoc prokÔptei h ulopoÐhsh tou sq matoc 5.3.

Ston pÐnaka 5.1 parousi�zontai oi treic enallaktikèc ulopoi seic tou k¸dika Huffman

thc phg c tou paradeÐgmatoc. Sugkekrimèna, o pÐnakac perièqei, gia k�je ulopoÐ-
hsh, tic kwdikèc lèxeic me ta antÐstoiqa m kh touc, to mèso m koc k¸dika kai th
metablhtìthta tou m kouc twn kwdik¸n lèxewn.

JumÐzoume ìti to mèso m koc tou k¸dika Huffman ja prèpei na ikanopoieÐ thn dipl 

JewrÐa thc PlhroforÐac 5-7 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

PÐnakac 5.1: Treic enallaktikèc ulopoi seic tou k¸dika Huffman

1η 2η 3η

xi pi ci li ci li ci li

A 0.2 10 2 111 3 01 2
B 0.4 0 1 0 1 11 2
G 0.2 111 3 10 2 00 2
D 0.1 1101 4 1101 4 101 3
E 0.1 1100 4 1100 4 100 3

L̄ 2.2 2.2 2.2
σ2 1.36 1.36 0.16

tautoanisìthta

H(X)

log(M)
≤ L̄ ≤ H(X)

log(M)
+ 1,(5.2)

afoÔ eÐnai bèltistoc k¸dikac. Sugkekrimèna, sto par�deigma h entropÐa thc phg c
eÐnai Ðsh me

H(X) = −0.4 · log(0.4)− 2 · 0.2 · log(0.2)− 2 · 0.1 · log(0.1) ' 2.122,(5.3)

opìte, pr�gmati, ikanopoieÐtai h (5.2) gia M = 2 (2.122 ≤ 2.2 ≤ 3.122).

Tèloc, parathroÔme ìti se k�je epan�lhyh tou duadikoÔ algìrijmou Huffman to
pl joc twn kìmbwn mei¸netai kat� èna. Sth perÐptwsh tou M -adikoÔ Huffman

prokÔptei eÔkola ìti se k�je epan�lhyh to pl joc twn kìmbwn mei¸netai kat�
M − 1. Gia na termatÐsei swst� o algìrijmoc ja prèpei sto teleutaÐo b ma tou
algorÐjmou na up�rqoun M kìmboi. Sunep¸c, an n eÐnai to pl joc twn epana-
l yewn tou algorÐjmou prin thn teleutaÐa epan�lhyh, tìte ja prèpei na isqÔei h
isìthta

N = M + n(M − 1)(5.4)

  isodÔnama

N − 1 = (n + 1)(M − 1),(5.5)

ìpou n + 1 o sunolikìc arijmìc twn epanal yewn tou algìrijmou. An to N − 1

den eÐnai pollapl�sio tou M −1 ja prèpei na prosjèsoume tìsa eikonik� sÔmbola
phg c me mhdenikèc pijanìthtec, ìsa qrei�zontai gia thn ikanopoÐhsh thc isìthtac
(5.5).
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5.3 Arijmhtik  KwdikopoÐhsh

O k¸dikac Huffman, an kai qarakthrÐzetai apì sqetik  aplìthta sthn ulopoÐhsh
kai thn ektèles  tou, den mporeÐ na epitÔqei th kalÔterh dunat  sumpÐesh (sto
ìrio pou jètei h entropÐa thc phg c) ektìc apì thn perÐptwsh kat� thn opoÐa ìla
ta sÔmbola thc phg c èqoun pijanìthtec Ðsec me arnhtikèc dun�meic tou 2. Gia na
petÔqoume kalÔterh sumpÐesh me ton algìrijmo Huffman apaiteÐtai h kwdikopoÐhsh
epekt�sewn thc phg c plhroforÐac (kwdikopoÐhsh upersumbìlwn), h opoÐa ìmwc o-
dhgeÐ se meg�lo pl joc kwdik¸n lèxewn kai sunep¸c se meg�la dendrodiagr�mmata
apìfashc.

Gia na epiteuqjeÐ akìmh kalÔterh sumpÐesh apì aut n pou parèqei o algìrijmoc
Huffman, prot�jhke o algìrijmoc arijmhtik c kwdikopoÐhshc. FilosofÐa tou
algorÐjmou autoÔ eÐnai h sunduasmènh ekmet�lleush kwdik¸n sumbìlwn apì pe-
rissìtera tou enìc sumbìlwn thc phg c. Me autìn ton trìpo, to mèso m koc
tou k¸dika an� sÔmbolo phg c teÐnei asumptwtik� sthn entropÐa. Qarakthristik�
anafèroume to par�deigma thc kwdikopoÐhshc qilÐwn Ðdiwn sumbìlwn me pijanìth-
ta kajenìc Ðshc me 0.999. An efarmìsoume ton duadikì k¸dika Huffman, k�je
sÔmbolo ja prèpei na parastajeÐ me èna bit, opìte to sumpiesmèno m numa ja apo-
teleÐtai apì 1000 bits. 'Omwc, h plhroforÐa pou perièqei autì to m numa eÐnai Ðsh
me 1000 · log(0.999) ' 1.4 bits, kai �ra o k¸dikac Huffman eÐnai idiaÐtera sp�ta-
loc. 'Opwc ja doÔme sth sunèqeia, an sumpiesteÐ autì to m�llon idiìmorfo m numa
me arijmhtik  kwdikopoÐhsh, arkoÔn mìno 3 bits. Gia na petÔqoume me arijmhtik 
kwdikopoÐhsh tìso shmantik  sumpÐesh ja prèpei sthn katanom  twn pijanot twn
twn sumbìlwn phg c na emfanÐzontai orismènec meg�lec pijanìthtec en¸ �llec ja
prèpei logik� na eÐnai polÔ mikrèc.

H basik  idèa thc arijmhtik c kwdikopoÐhshc eÐnai h apeikìnish k�je akoloujÐac
n sumbìlwn phg c se ènan dekadikì arijmì d metaxÔ 0 kai 1. Sth sunèqeia, o
dekadikìc arijmìc d gr�fetai se duadik  morf . An p(1), p(2), . . . , p(n) eÐnai h pi-
janìthtec twn sumbìlwn pou sunjètoun to m numa twn n sumbìlwn, tìte orÐzoume
to di�sthma

s =
n∏

i=1

p(i).(5.6)

Tèloc, apì th duadik  anapar�stash tou arijmoÔ d krat�me mìno ta pio shmantik�
yhfÐa pou arkoÔn gia na oristeÐ monos manta to di�sthma s.
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5.3.1 Arijmhtik  sumpÐesh

Gia na gÐnei pio katanoht  h diadikasÐa thc arijmhtik c sumpÐeshc ja qrhsimopoi -
soume èna par�deigma. 'Estw, mÐa phg  plhroforÐac me alf�bhto tri¸n sumbìlwn
{a, b, c} kai katanom  pijanot twn PX = {pa = 0.2, pb = 0.5, pc = 0.3}.

Arqik�, se k�je sÔmbolo phg c antistoiqÐzetai èna tm ma tou diast matoc [0, 1],
to opoÐo eÐnai an�logo thc pijanìthtac emf�nishc tou sumbìlou. Praktik�, to
di�sthma [0, 1] qwrÐzetai sta tm mata

[0, 0.2) → a, [0.2, 0.7) → b, [0.7, 1.0) → c.

'Etsi, an jèloume na kwdikopoi soume to sÔmbolo b, arkeÐ na to anaparast soume
me opoiond pote arijmì, o opoÐoc an kei sto di�sthma [0.2, 0.7), p.q. me ton arijmì
0.4. Sth sunèqeia, k�je nèo sÔmbolo pou kwdikopoieÐtai periorÐzei sthn ousÐa to
eÔroc tou diast matoc (to k�tw, to p�nw,   kai ta dÔo ìria tou diast matoc).
Autì gÐnetai wc ex c:

To di�sthma [0.2, 0.7), pou orÐsthke gia thn kwdikopoÐhsh tou sumbìlou b, kata-
kermatÐzetai se tm mata an�loga twn pijanot twn twn tri¸n sumbìlwn thc phg c,
ta opoÐa sth sunèqeia antistoiqÐzontai ek� nèou sta sÔmbola thc phg c. Dhlad 
to [0.2, 0.7) qwrÐzetai sta diast mata

[0.2, 0.3) → a, [0.3, 0.55) → b, [0.55, 0.7) → c.

An t¸ra to deÔtero sÔmbolo phg c pou kwdikopoieÐtai eÐnai to a, tìte to suno-
likì m numa [b a] anaparist�tai me opoiond pote arijmì pou an kei sto di�sthma
[0.2, 0.3) p.q. me ton arijmì 0.25. H diadikasÐa aut  epanalamb�netai mèqri kai thn
kwdikopoÐhsh tou teleutaÐou sumbìlou tou mhnÔmatoc.

Prèpei na shmei¸soume ìti me thn kwdikopoÐhsh k�je nèou sumbìlou, to di�sthma,
apì to opoÐo mporeÐ na p�rei timèc o dekadikìc arijmìc (kwdikì m numa), suneq¸c
surrikn¸netai. EpÐshc, k�je for� ja prèpei to prohgoÔmeno di�sthma na kataker-
matÐzetai se tm mata an�loga twn pijanot twn twn sumbìlwn thc phg c.

H ìlh diadikasÐa mporeÐ na parastajeÐ me th bo jeia enìc diagr�mmatoc. 'Estw,
ìti jèloume na kwdikopoi soume to m numa

[b a b c a].

O epanalhptikìc katakermatismìc twn diasthm�twn pou gÐnetai kat� thn arijmh-
tik  sumpÐesh faÐnetai sto sq ma 5.4.
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0.0

0.2 0.7
1.0b ca

0.2
0.3 0.55

0.7b ca

0.2

0.22 0.27

0.3b ca

0.22

0.23 0.255
0.27b ca

0.255

0.258 0.2655
0.27b ca

[b a b c a]

[b a b c]

[b a b]

[b a]

[b]

Sq ma 5.4: Par�deigma diagr�mmatoc arijmhtik c sumpÐeshc.

To m numa [b a b c a] mporeÐ na kwdikopoihjeÐ wc ènac opoiosd pote dekadikìc ari-
jmìc pou an kei sto di�sthma [0.255, 0.258), p.q. o arijmìc d = 0.257. H duadik 
morf  tou arijmoÔ d upologÐzetai me th gnwst  mèjodo twn epanalhptik¸n pol-
laplasiasm¸n me to 2 kai eÐnai

0.010000011100 ...

Apì thn parap�nw duadik  anapar�stash tou d krat�me mìno ta k pr¸ta yhfÐa me-
t� thn upodiastol , ta opoÐa arkoÔn gia na prosdioristeÐ to di�sthma [0.255, 0.258).
To pl joc twn yhfÐwn aut¸n apodeiknÔetai ìti eÐnai Ðso me

k = d− log(s)e+ 1(5.7)

ìpou to s dÐnetai apì th sqèsh 5.6) kai eÐnai Ðso me to �nw meÐon to k�tw fr�gma
tou diast matoc pou antistoiqeÐ sto m numa. Sth sugkekrimènh perÐptwsh

s = 0.258− 0.255 = 0.003

k = d− log(s)e+ 1 = d8.381e+ 1 = 10.

Sunep¸c, to m numa [b a b c a] kwdikopoieÐtai me thn akoloujÐa duadik¸n yhfÐwn

0100000111.

Dhlad , lamb�noun q¸ra oi parak�tw apeikonÐseic

[b a b c a] → [0.255, 0.258) → 2.57 → 0.010000011100 . . . → 0100000111.
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Algìrijmoc upologismoÔ tou diast matoc pou apeikonÐzetai sto m numa

'Opwc anafèrjhke prohgoumènwc se k�je sÔmbolo x thc phg c antistoiqeÐ èna
tm ma tou diast matoc [0, 1]. To di�sthma autì perigr�fetai pl rwc apì to k�tw
ìrio, lowx, kai apì to eÔroc tou diast matoc, to opoÐo eÐnai Ðso me thn pijanìthta
emf�nishc tou sumbìlou, px. Profan¸c, to �nw ìrio tou diast matoc, highx, ja
dÐnetai apì to �jroisma

highx = lowx + px.(5.8)

Met� thn arijmhtik  kwdikopoÐhsh to sunolikì m numa ja apeikonÐzetai se èna
di�sthma me k�tw ìrio, LOW , kai �nw ìrio, HIGH. O algìrijmoc eÔreshc tou
telikoÔ diast matoc [LOW,HIGH] èqei thn ex c morf  yeudok¸dika:

LOW = 0.0

HIGH = 1.0

WHILE (not end of message)

READ (x)

RANGE = HIGH − LOW

LOW = LOW + RANGE ∗ lowx

HIGH = LOW + RANGE ∗ px

END WHILE

OUTPUT (LOW,HIGH)

Sto par�deigma pou anafèrame sthn arq  thc enìthtac, ìpou eÐqame èna m numa
qilÐwn Ðdiwn sumbìlwn phg c me pijanìthta sumbìlou 0.999, prokÔptei ìti to eÔroc
tou diast matoc pou apeikonÐzetai sto sunolikì m numa ja eÐnai

s = 0.9991000 = 0.367695424771.

Opìte, gia thn kwdikopoÐhsh ìlou tou mhnÔmatoc ja qreiastoÔn mìno

k = d− log(s)e+ 1 = k = d1.443416869669e+ 1 = 3

duadik� yhfÐa.
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5.3.2 Arijmhtik  aposumpÐesh

Gia na gÐnei katanoht  h diadikasÐa thc arijmhtik c aposumpÐeshc ja jewr soume
ìti o dèkthc lamb�nei to kwdikopoihmèno m numa pou dhmiourg jhke sto prohgoÔ-
meno par�deigma arijmhtik c kwdikopoÐhshc. JewroÔme de ìti o apokwdikopoiht c
gnwrÐzei ta tm mata tou diast matoc [0, 1) pou èqoun apodojeÐ se k�je sÔmbolo
phg c, dhlad  ta zeÔgh {lowx, px} gia k�je sÔmbolo x.

Sugkekrimèna, o dèkthc lamb�nei thn akoloujÐa duadik¸n yhfÐwn

0100000111,

h opoÐa anaparist� ton duadikì arijmì 0.0100000111. H dekadik  morf  tou a-
rijmoÔ autoÔ prokÔptei apì to �jroisma twn arnhtik¸n dun�mewn tou 2 kai eÐnai
h

d = 2−2 + 2−8 + 2−9 + 2−10 = 0.2568359375.

O dekadikìc arijmìc d an kei sto di�sthma [0.2, 0.7) pou antistoiqeÐ sto sÔmbolo
b. Autì shmaÐnei ìti to pr¸to sÔmbolo tou arqikoÔ mhnÔmatoc eÐnai to b.

Sth sunèqeia, ja prèpei na afairejeÐ h epÐdrash thc kwdikopoÐhshc tou sumbìlou
b apì ton arijmì d. Autì gÐnetai akolouj¸ntac thn antÐstrofh diadikasÐa apì
aut n thc kwdikopoÐhshc. Praktik�, afairoÔme to k�tw ìrio tou diast matoc tou
b (dhlad  to 0.2) apì ton arijmì d kai sth sunèqeia diairoÔme to apotèlesma me
thn pijanìthta pb. O arijmìc pou prokÔptei jewreÐtai wc to nèo d kai apokwdiko-
poieÐtai me ton Ðdio trìpo. Sugkekrimèna èqoume

d− lowb = 0.2568359375− 0.2 = 0.0568359375

d = 0.0568359375/pb = 0.0568359375/0.5 = 0.113671875

To nèo d an kei sto di�sthma [0, 0.2), opìte to deÔtero sÔmbolo tou arqikoÔ
mhnÔmatoc eÐnai to a. SuneqÐzontac, èqoume

d− lowa = 0.113671875− 0 = 0.113671875

d = 0.113671875/pa = 0.113671875/0.2 = 0.568359375

T¸ra, to nèo d an kei sto di�sthma [0.2, 0.7) opìte to trÐto sÔmbolo tou arqikoÔ
mhnÔmatoc eÐnai to b. Met� èqoume,
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d− lowb = 0.568359375− 0.2 = 0.368359375

d = 0.368359375/pb = 0.368359375/0.5 = 0.73671875

To nèo d an kei sto di�sthma [0.7, 1.0). Sunep¸c, to tètarto sÔmbolo tou arqikoÔ
mhnÔmatoc eÐnai to c. Akolouj¸ntac thn Ðdia logik ,

d− lowc = 0.73671875− 0.7 = 0.03671875

d = 0.03671875/pc = 0.03671875/0.3 = 0.1223958333333

To nèo d an kei sto di�sthma [0, 0.2). Sunep¸c, to pèmpto sÔmbolo tou arqikoÔ
mhnÔmatoc eÐnai to a.

'Ara, mèqri autì to shmeÐo èqei apokwdikopoihjeÐ to m numa

b a b c a

dhlad , autì pou pragmatik� kwdikopoi jhke. Par� taÔta, o dèkthc mporeÐ na
suneqÐsei th diadikasÐa apokwdikopoÐhshc

d− lowa = 0.1223958333333− 0 = 0.1223958333333

d = 0.1223958333333/pa = 0.1223958333333/0.2 = 0.6119791666667

kai na sumper�nei ìti to epìmeno sÔmbolo tou mhnÔmatoc eÐnai to b. Genik�, aut 
h diadikasÐa mporeÐ na suneqisteÐ ep� �peiron.

Sunep¸c, o dèkthc ja prèpei na gnwrÐzei ek� twn protèrwn to mègejoc tou arqikoÔ
mhnÔmatoc   na èqei problefjeÐ h qr sh enìc sumbìlou phg c pou na dhl¸nei to
tèloc tou mhnÔmatoc.

Algìrijmoc arijmhtik c aposumpÐeshc

Kat� thn aposumpÐesh, o apokwdikopoiht c upologÐzei ton arijmì d apì thn ako-
loujÐa duadik¸n yhfÐwn pou èlabe, kai gnwrÐzei to pl joc n twn sumbìlwn phg c
pou perièqontai entìc tou mhnÔmatoc phg c, kaj¸c kai ta zeÔgh {lowx, px} gia k�je
sÔmbolo x. O algìrijmoc apokwdikopoÐhshc èqei thn ex c morf  yeudok¸dika:

JewrÐa thc PlhroforÐac 5-14 Tm ma Plhroforik c & Epikoinwni¸n



c© Dr. Iw�nnhc J. Rèkanoc ATEI Serr¸n

GET (d, n)

FOR (k = 1 TO n)

RECOGNIZE SY MBOL (x) IF d ∈ [lowx, highx)

OUTPUT (x)

d = d− lowx

d = d/px

END FOR

5.4 K¸dikec TaÔtishc Sumboloseir¸n (String-

Matching Codes)

O k¸dikac Huffman kai o arijmhtikìc k¸dikac basÐzontai sth gn¸sh   thn e-
ktÐmhsh twn statistik¸n qarakthristik¸n twn sumbìlwn phg c pou prìkeitai na
sumpiestoÔn. Pr�gmati, kai oi dÔo algìrijmoi kwdikopoÐhshc apaitoÔn th gn¸sh
twn pijanot twn pi twn sumbìlwn. 'Ena �llo qarakthristikì twn dÔo parap�-
nw kwdÐkwn eÐnai ìti den mporoÔn na prosarmostoÔn stic pijanèc metabolèc twn
pijanot twn emf�nishc twn sumbìlwn thc phg c. AutoÐ oi periorismoÐ mporoÔn
na xeperastoÔn me th qr sh kwdÐkwn taÔtishc sumboloseir¸n (akoloujÐec
sumbìlwn) (string-matching codes).

En¸ h Huffman kai h arijmhtik  kwdikopoÐhsh apeikonÐzoun sÔmbola   sumbolosei-
rèc thc phg c stajeroÔ m kouc se kwdikèc lèxeic metablhtoÔ m kouc, oi algìrijmoi
string-matching apeikonÐzoun sumboloseirèc phg c metablhtoÔ m kouc se kwdikèc
lèxeic stajeroÔ m kouc. Akìmh, oi algìrijmoi (string-matching) den k�noun kai
de qrei�zontai kamÐa arqik  ektÐmhsh thc statistik c sumperifor�c twn sumbìlwn
thc phg c, all�, kat� thn ektèles  touc, prosarmìzontai diark¸c stic pijanèc
allagèc twn statistik¸n qarakthristik¸n tou mhnÔmatoc thc phg c.

H an�ptuxh twn string-matching algorÐjmwn xekÐnhse me thn emf�nish dÔo prw-
toporiak¸n ergasi¸n twn ereunht¸n Jacob Ziv kai Abraham Lempel. To 1977,
me thn pr¸th touc ergasÐa, oi Ziv kai Lempel periègrayan mÐa teqnik  sumpÐeshc
pou basÐzetai sth qr sh enìc kuli¸menou parajÔrou, to opoÐo diapern� to suno-
likì m numa kai sugkrÐnei nèec sumboloseirèc me �llec pou èqoun emfanisteÐ sto
kontinì pareljìn. O algìrijmoc autìc pou ja perigrafeÐ argìtera me perissì-
terec leptomèreiec anafèretai genik� wc LZ77. MÐa morf  autoÔ tou algorÐjmou
qrhsimopoieÐtai se orismèna upologistik� pakèta sumpÐeshc tÔpou zip p.q. sta
PKZIP, gzip, zipit. Thn epìmenh qroni� (1978) oi Ðdioi ereunhtèc prìteinan mÐa
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dictionary lookahead buffer

Sq ma 5.5: To kuli¸meno par�juro tou algorÐjmou LZ77.

exèlixh tou LZ77, h opoÐa basÐzetai sth dhmiourgÐa enìc lexikoÔ me dom  dèntrou.
O algìrijmoc autìc anafèretai wc LZ78. To 1984 o Terry Welch prìteine èna nèo
algìrijmo pou apoteleÐ beltÐwsh tou LZ78 kai anafèretai wc LZW. H epituqÐa
twn algorÐjmwn LZ78 kai LZW eÐnai faner  apì to gegonìc ìti èqoun efarmosteÐ
sto prwtìkollo ITU-T V.42 bis, sth sumpÐesh eikìnac me morf  GIF, kai sto
prìgramma compress tou UNIX.

'Oloi autoÐ oi algìrijmoi (LZ77, LZ78, LZW) basÐzontai sthn upìjesh ìti k�poiec
sumboloseirèc eÐnai pijanìn na emfanÐzontai suqn� mèsa sto sunolikì m numa. 'Et-
si, ìtan mÐa sumboloseir� epanemfanÐzetai mporeÐ na antikatastajeÐ me èna mikrì
k¸dika, o opoÐoc dhl¸nei pìte   pou emfanÐsthke sto pareljìn h sumboloseir�
aut . Autì shmaÐnei ìti kat� th di�rkeia ektèleshc tou algorÐjmou sumpÐeshc
anazhtoÔme epanemfanizìmenec sumboloseirèc. Shmei¸noume ìti ìso megalÔterh
eÐnai h dunatìthta prìbleyhc twn sumbìlwn thc phg c tìso mikrìterh eÐnai h e-
ntropÐa thc phg c. Sunep¸c, me touc algìrijmouc string-matching eÐnai dunatì na
petÔqoume shmantik  sumpÐesh.

5.5 O Algìrijmoc LZ77

O algìrijmoc LZ77 kai oi parallagèc tou qrhsimopoioÔn èna kuli¸meno par�juro.
To par�juro autì èqei èna dromèa (cursor) kai qwrÐzetai se dÔo tm mata, to èna
prin ton dromèa (arister� tou dromèa) pou kaleÐtai dictionary, kai to �llo met� to
dromèa (dexi� tou dromèa) pou kaleÐtai lookahead buffer. O dromèac perièqetai
sto lookahead buffer (blèpe sq ma 5.5). Ta megèjh twn dÔo aut¸n tmhm�twn tou
parajÔrou eÐnai par�metroi pou kajorÐzontai apì to qr sth me thn ènarxh tou
algorÐjmou kai paramènoun sth sunèqeia amet�blhta.

O algìrijmoc akoloujeÐ ta parak�tw b mata:

1. BrÐskoume to megalÔtero tm ma thc sumboloseir�c pou arqÐzei apì ton dro-
mèa, perièqetai pl rwc entìc tou lookahead buffer, kai tautÐzetai me sumbo-
loseir� pou xekin� apì k�poio shmeÐo tou dictionary. EÐnai pijanìn, m koc
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thc deÔterhc sumboloseir�c na eisèrqetai sto tm ma tou lookahead buffer.

2. Katagr�foume thn tri�da (p, n, c) ìpou:

• p eÐnai o arijmìc pou dhl¸nei to shmeÐo entìc tou dictionary apì to
opoÐo arqÐzei h deÔterh sumboloseir�. To p metr�tai xekin¸ntac apì to
pr¸to sÔmbolo prin to dromèa (tim  1) kai proc ta arister�.

• n eÐnai to pl joc to sumbìlwn thc sumboloseir�c, h opoÐa aniqneÔjhke
wc epanemfanizìmenh.

• c eÐnai to epìmeno sÔmbolo met� thn epanemfanizìmenh sumboloseir� kai
o opoÐoc den tautÐsthke.

3. Efìson den èqei peratwjeÐ h sumpÐesh ìlou tou mhnÔmatoc, metakinoÔme to
dromèa kat� n + 1 jèseic dexiìtera, dhlad  amèswc met� apì to sÔmbolo c,
kai metabaÐnoume sto pr¸to b ma tou algorÐjmou.

Gia na katanohjeÐ kalÔtera h diadikasÐa thc sumpÐeshc me ton algìrijmo LZ77

exet�zoume th diadikasÐa sumpÐeshc tou mhnÔmatoc

[a a e a a e a n e a n a a a e c],

ìpou to sÔmbolo c dhl¸nei to tèloc tou mhnÔmatoc kai sunep¸c emfanÐzetai mìno
mÐa for� entìc tou mhnÔmatoc.

Sto par�deigma jewroÔme ìti to m koc tou dictionary eÐnai 6 en¸ tou lookahead

buffer eÐnai 4. O algìrijmoc se aut n thn perÐptwsh dhl¸netai me th graf 
LZ77(6,4). Oi epanal yeic tou algorÐjmou parousi�zontai ston pÐnaka 5.2. Se
k�je epan�lhyh, ta sÔmbola pou an koun sto tm ma tou lookahead buffer eÐnai
upogrammismèna, en¸ aut� pou an koun sto tm ma tou dictionary eÐnai èntona. To
sÔmbolo pou antistoiqeÐ sth jèsh tou dromèa eÐnai pl�gio kai tautìqrona upo-
grammismèno, afoÔ an kei kai autì sto lookahead buffer. Sthn teleutaÐa st lh
tou pÐnaka gr�fontai oi tri�dec tou k¸dika me th morf  (p, n, c).

'Ena shmeÐo pou qrei�zetai prosoq  eÐnai h perÐptwsh thc trÐthc epan�lhyhc, ìpou
èqoume n > p. Autì sumbaÐnei giatÐ h epanalambanìmenh sumboloseir� ekteÐnetai
kai entìc tou lookahead buffer. EpÐshc, sthn pèmpth epan�lhyh parathroÔme ìti o
algìrijmoc den entìpise th megalÔterh se m koc taÔtish (10,3,c), epeid  brÐsketai
ektìc tou kuli¸menou parajÔrou. Tèloc, to sunolikì pl joc twn sumbìlwn pou
arqikoÔ mhnÔmatoc prokÔptei apì to �jroisma ìlwn twn pedÐwn n sun ton arijmì
twn epanal yewn tou algorÐjmou (0+1+4+3+2+0+6=16).
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PÐnakac 5.2: Par�deigma efarmog c tou algorÐjmou LZ77(6,4).

Epan�lhyh M numa K¸dikac
1 a a e a a e a n e a n a a a e c (0,0,a)
2 a a e a a e a n e a n a a a e c (1,1,e)
3 a a e a a e a n e a n a a a e c (3,4,n)
4 a a e a a e a n e a n a a a e c (3,3,a)
5 a a e a a e a n e a n a a a e c (1,2,e)
6 a a e a a e a n e a n a a a e c (0,0,c)

H diadikasÐa thc apokwdikopoÐhshc èqei wc ex c:

'Otan l�boume thn tri�da (p, n, c) metabaÐnoume p proc ta pÐsw sto  dh apokw-
dikopoi meno m numa kai gr�foume ta n sÔmbola pou akoloujoÔn. Sto tèloc,
katagr�foume to sÔmbolo c. Gia par�deigma, jewroÔme ìti èqoume  dh apokwdi-
kopoi sei tic tri�dec

(0,0,a), (1,1,e)

opìte to mèqri stigm c apokwdikopoihmèno m numa eÐnai to

[a a e].

An t¸ra l�boume thn tri�da

(3,4,n)

metabaÐnoume treic jèseic proc ta pÐsw (arqik� o dromèac brÐsketai amèswc met�
to sÔmbolo e) kai katagr�foume ta tèssera sÔmbola pou sunant�me akoloujiak�
proc ta dexi�. 'Etsi, prokÔptei to m numa

[a a e a a e a].

Sto tèloc, katagr�foume kai to sÔmbolo n thc tri�dac pou l�bame. Sunep¸c, to
apokwdikopoihmèno m numa met� apì th l yh kai thc trÐthc tri�dac eÐnai

[a a e a a e a n].

EÐnai fanerì ìti h epituqÐa thc apokwdikopoÐhshc mÐac tri�dac apaiteÐ thn epituq 
apokwdikopoÐhsh ìlwn twn prohgoumènwn.
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5.5.1 DÔo belti¸seic tou LZ77

MÐa beltÐwsh tou LZ77 eÐnai h legìmenh LZSS Variant. Se autìn ton algìrijmo
den perilamb�netai sthn tri�da to epìmeno sÔmbolo c. Sugkekrimèna, o algìrijmoc
qrhsimopoieÐ dÔo morfèc kwdikopoÐhshc, oi opoÐec diakrÐnontai metaxÔ touc me th
qr sh enìc prìsjetou bit. Sthn pr¸th morf  katagr�fontai mìno zeÔgh thc morf 
(p, n), ta opoÐa prokÔptoun ìpwc kai sthn perÐptwsh tou LZ77. Sth deÔterh morf 
katagr�fetai autoÔsio to sÔmbolo c. H pr¸th morf  efarmìzetai ìtan to m koc
thc tautizìmenhc sumboloseir�c eÐnai toul�qiston Ðso me 3. An autì den isqÔei,
efarmìzetai h deÔterh morf .

MÐa deÔterh parallag  tou LZ77 sqetÐzetai me th qr sh tou k¸dika Huffman.
Met� thn efarmog  tou LZ77, oi akoloujÐec twn pedÐwn p, n kai c sumpièzontai
qwrist� h k�je mÐa me k¸dika Huffman. Aut  h morf  sumpÐeshc èqei ulopoihjeÐ
sto prìgramma Gzip.
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Par�rthma Aþ

Sun�rthsh tou Mètrou thc
PlhroforÐac

Sthn enìthta 2.2 anafèrjhke ìti h sun�rthsh I(A) tou mètrou thc plhroforÐac
enìc gegonìtoc A ja prèpei na ikanopoieÐ tèsseric idiìthtec gia na eÐnai apodekt .
JumÐzoume ìti h I(A) ja prèpei na eÐnai sun�rthsh thc pijanìthtac p(A) tou ge-
gonìtoc (2.1), na eÐnai pragmatik  kai jetik  sun�rthsh (2.2), kaj¸c kai gnhsÐwc
fjÐnousa (2.3). Tèloc, gia anex�rthta gegonìta A kai B ja prèpei na isqÔei h
(2.4), dhlad 

(Aþ.1) I(A ∩B) = I(p(A)p(B)) = I(p(A)) + I(p(B)) = I(A) + I(B).

Ja epiqeir soume na broÔme th sun�rthsh pou na ikanopoieÐ tic parap�nw idiìthtec.
'Estw, h suneq c sun�rthsh

f(x) : [0, 1] 7→ <+(Aþ.2)

H sun�rthsh (Aþ.2) èqei ex� orismoÔ tic treic pr¸tec idiìthtec (2.1), (2.2) kai (2.3).

JewroÔme ìti h I(x) eÐnai paragwgÐsimh, opìte gia k�je x ∈ (0, 1) èqoume

f ′(x) = lim
δ→0

f(x + δ)− f(x)

δ
=

= lim
δ→0

f
[

x
m
· (m + mδ

x

)]− f( x
m
·m)

δ
=
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= lim
δ→0

f
(

x
m

)
+ f

(
m + mδ

x

)− f
(

x
m

)− f(m)

δ
=

=
m

x
lim

mδ/x→0

f
(
m + mδ

x

)− f(m)
mδ
x

=

=
m

x
f ′(m) =

c

x
(Aþ.3)

ìpou m eÐnai èna aujaÐreta epilegmèno shmeÐo sto di�sthma (0, 1) kai c stajer�.
Sthn parap�nw an�lush ègine qr sh thc idiìthtac (Aþ.1), dhlad  f(ab) = f(a) +

f(b). Gia na eÐnai h f(x) gnhsÐwc fjÐnousa ja prèpei sÔmfwna me to apotèlesma
thc (Aþ.3) na isqÔei c < 0. EpÐshc, apì thn (Aþ.3) prokÔptei ìti

f(x) = c ln(x), c < 0(Aþ.4)

An orÐsoume th stajer� K = e−1/c, tìte h (Aþ.4) mporeÐ na grafeÐ me th morf 

f(x) = − ln(x)

ln(K)
= − logK(x).(Aþ.5)

Shmei¸noume ìti epeid  c < 0, ja èqoume K > 1. 'Etsi, katal xame ston prosdio-
rismì thc sun�rthshc tou mètrou plhroforÐac

I(A) = f(x) = − logK(p(A)), K > 1.(Aþ.6)
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Par�rthma Bþ

Timèc thc sun�rthshc Shannon

Ston parak�tw pÐnaka dÐnontai oi timèc thc sun�rthshc tou Shannon (2.13) gia
di�forec timèc thc pijanìthtac p. Profan¸c, gia p > 0.5 efarmìzoume thn idiìthta
summetrÐac Hb(p) = Hb(1− p).

PÐnakac Bþ.1: Timèc thc sun�rthshc Shannon.

p Hb(p) p Hb(p) p Hb(p) p Hb(p)

0.00 0.00000 0.13 0.55744 0.26 0.82675 0.39 0.96480
0.01 0.08079 0.14 0.58424 0.27 0.84146 0.40 0.97095
0.02 0.14144 0.15 0.60984 0.28 0.85545 0.41 0.97650
0.03 0.19439 0.16 0.63431 0.29 0.86872 0.42 0.98145
0.04 0.24229 0.17 0.65770 0.30 0.88129 0.43 0.98582
0.05 0.28640 0.18 0.68008 0.31 0.89317 0.44 0.98959
0.06 0.32744 0.19 0.70147 0.32 0.90438 0.45 0.99277
0.07 0.36592 0.20 0.72193 0.33 0.91493 0.46 0.99538
0.08 0.40218 0.21 0.74148 0.34 0.92482 0.47 0.99740
0.09 0.43647 0.22 0.76017 0.35 0.93407 0.48 0.99885
0.10 0.46900 0.23 0.77801 0.36 0.94268 0.49 0.99971
0.11 0.49992 0.24 0.79504 0.37 0.95067 0.50 1.00000
0.12 0.52936 0.25 0.81128 0.38 0.95804
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Par�rthma Gþ

Kwdikèc Lèxeic Bèltistou
StigmiaÐa Apokwdikopoi simou
K¸dika

JewroÔme èna M -adikì stigmiaÐa apokwdikopoi simo k¸dika me N kwdikèc lèxeic.
Ta m kh twn kwdik¸n lèxewn li (i = 1, 2, . . . , N) ja prèpei na ikanopoioÔn thn
tautoanisìthta tou Kraft

(Gþ.1)
N∑

i=1

M−li − 1 ≤ 0,

en¸ to mèso m koc tou k¸dika ja eÐnai

(Gþ.2) L̄ =
N∑

i=1

pi · li.

Gia na prosdiorÐsoume ta m kh twn kwdik¸n lèxewn tou bèltistou k¸dika ja prè-
pei na lÔsoume to prìblhma elaqistopoÐhshc thc (Gþ.2), upì ton periorismì thc
anisìthtac (Gþ.1). SÔmfwna me th sunj kh Kuhn-Tucker, ta bèltista m kh twn
kwdik¸n lèxewn l∗i (i = 1, 2, . . . , N) ja dÐnontai apì thn epÐlush tou sust matoc
twn exis¸sewn

(Gþ.3)
∂

∂li
L̄ + µ

∂

∂li

[
N∑

i=1

M−li − 1

]
= 0,

(Gþ.4)
N∑

i=1

M−li − 1 = 0,

ìpou µ eÐnai pollaplasiast c Lagrange.
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Apì thn (Gþ.3) èqoume

pi + µ[−M−li ln(M)] = 0 ⇒
M−li = [µ ln(M)]−1pi.(Gþ.5)

Me antikat�stash thc (Gþ.5) sthn (Gþ.4) prokÔptei

[µ ln(M)]−1

N∑
i=1

pi − 1 = 0 ⇒

[µ ln(M)]−1 = 1.(Gþ.6)

Sunep¸c, antikajist¸ntac thn (Gþ.6) sthn (Gþ.5) kai epilÔont�c th deÔterh wc proc
li prokÔptoun ta m kh tou bèltistou k¸dika

l∗i = − logM pi.(Gþ.7)
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